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授课时间 第  周   周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)： 第一章  函数 

第一节   集合    

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 理解集合、集合相等、区间、区域等相关概念； 

2. 了解集合的交、并、差、补等运算； 

3. 掌握区间和区域的表示. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 集合的运算，邻域的概念  

难点： 邻域的概念 

主要内容 

第一节  集合 

一、集合的概念 

1. 集合的定义 

集合是具有某种特定性质的事物所组成的全体。通常用大写字母 A、B、C„„等来

表示，组成集合的各个事物称为该集合的元素。若事物 a是集合 M的一个元素，就记 aM

（读 a 属于M）；若事物 a 不是集合 M的一个元素，就记 aM 或 aM（读 a 不属于 M）；

集合有时也简称为集. 

注意：（1）对于一个给定的集合，要具有确定性的特征，即对于任何一个事物或元素，能

够判断它属于或不属于给定的集合，二者必居其一. 

（2）对于一个给定的集合，其中的元素应是互异的，完全相同的元素，不论数量多 

少，在一个集合里只算作一个元素，就是说，同一个元素在同一个集合里不能重复出现. 

（3）若一集合只有有限个元素，就称为有限集；否则称为无限集. 

   2. 集合的表示法 

表示集合的方法，常见的有列举法和描述法两种. 

列举法：按任意顺序列出集合的所有元素，并用花括号{ }括起来，这种方法称为列举

法. 

例 方程 x2+2x-3=0 根的集合 A，可表示为   A={-3,1}. 

描述法：若集合 M 是由具有某种性质 P 的元素 x 的全体所组成的，可表示为 

                     M={ x | x 具有性质 P}, 

例 由不等式 x-3>2 的解构成的集合 A可表示为     A={x|x>5}.  

   全体自然数集记为 N,全体整数的集合记为 Z,全体有理数的集合记为 Q,全体实数的集合

记为 R，以后不特别说明的情况下考虑的集合均为数集。 

3. 集合间的基本关系 
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子集：集合 A的元素都是集合 B的元素，即若有 Ax ，必有 Bx ，就称 A为 B 的子

集，记为 BA ,或 AB  (读 B 包含 A)。 

    显然： RQZN  . 

    集合相等：若 BA ,同时 AB  ,就称 A、B 相等,记为 A=B。 

             空集 不含任何元素的集称为空集,记为 ,如： 

{ Rxxx  ,012
}= ,{ 12: xx }= ,空集是任何集合的子集,即 A 。 

 

二、集合的运算 

并运算    }|{ BxAxxBA  或    

交运算    }|{ BxAxxBA  且  

差运算    }|{\ BxAxxBA  或  

   性质：（1）交换律 ABBAABBA   , ； 

   （2）结合律 )(, )( CBACBACBACBA   ）（）（  

   （3）分配律 , )()( CBCACBA  ）（  

               )()( CBCACBA  ）（  

   （4）对偶律 
cccccc BABABABA   ）（）（ ,  

    直积(笛卡儿乘积):  

    设 A、B是任意两个集合, 在集合 A 中任意取一个元素 x, 在集合 B中任意取一个元素

y, 组成一个有序对(x, y), 把这样的有序对作为新元素, 它们全体组成的集合称为集合 A

与集合 B的直积, 记为 AB, 即 

        },|),{ ByAxyxBA  （  

    例如, RR{(x, y)| xR 且 yR }即为 xOy面上全体点的集合, RR 常记作 R2.  

三、区间与邻域 

   1. 区间 

     有限区间: 设 a<b, 称数集{x|a<x<b}为开区间, 记为(a, b), 即 

                     (a, b){x|a<x<b}.  

类似地有  

     [a, b]  {x | a xb }称为闭区间,  

     [a, b)  {x | ax<b }、(a, b]  {x | a<xb }称为半开区间.  

其中 a 和 b 称为区间(a, b)、[a, b]、[a, b)、(a, b]的端点, ba 称为区间的长度.  

    无限区间:  

     [a, )  {x | ax }, (, b]  {x | x < b } , (, ){x | | x | < }.  
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区间在数轴上的表示:  

     

2.邻域：以点a为中心的任何开区间称为点a 的领域，记作 )(aU 。 

    设 是任一正数，a为某一实数，把数集{ x| |x-a | < }称为点 a的 邻域，记作 U

（a,  ），即 

          U(a,  )={ x| |x-a | < } 

点 a称为这邻域的中心， 称为这邻域的半径.（图1-8） 

由于 a- <x<a+ 相当于| x-a |< ，因此 

U(a,  ）={ x| a- <x<a+ },也就是开区间( a- ,a+ ) 

因为| x-a |表示点 x与点 a间的距离，所以 U(a,  ）表示：与点 a距离小于 的一

切点x的全体. 

例如: | x-2 |<1,即为以点 a=2为中心，以 1为半径的邻域。有时用到的邻域需要把邻

域中心去掉.点 a 的 邻域去掉中心 a 后，称为点 a 的去心的 邻域，记作 ),( aU


，即   


U (a, ){x |0<| xa |<} 

 这里 0<|x-a|就表示 x a. 

例如: 0<| x-2 |<1,即为以点 a=2为中心,半径为1的去心邻域(1,2) (2,3). 

   

讨论、思考： 

1. 如果集合 A 有 n个元素，问 A 有多少个子集？ A 的真子集有几个？ 

2. 写出 }2,1,0{A 的一切子集。 

3. 按下列要求举例： 

（1）一个有限集 

（2）一个无限集 

（3）一个空集 

（4）一个集合是另一个集合的子集    

作业：（课本） 习题 1－1 (2,3,9,12,13) 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 90 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型： √理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式： √讲授  讨论  指导  其他 

教学资源： √多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第  周   周    第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)： 第一章  函数 

第二节   映射与函数    

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 理解映射与函数概念，掌握有界函数、单调函数、奇偶函数、周期函数的特点； 

2. 培养学生应用函数解决实际问题的能力； 

3. 训练学生“通过建立简单应用问题中的函数关系式”解决实际问题的的数学思. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 映射与函数的概念。  

难点： 复合映射。 

主要内容 

第二节   映射与函数 

一、函数的概念 

1. 映射的概念  

定义  设 YX , 是两个非空集合，如果存在一个法则 f ，使得对 X 中每个元素 x ，按法

则 f ，在 Y 中有唯一的元素 y 与之对应，则称 f 为 X 到 Y 的映射 , 记作                  

YXf ： ,其中 y 元素 x（在映射 f 下）的像。并记作 )(xf ，即 ( )y f x   而元素 x 称

为元素 y（在映射 f 下）的一个像；集合 X称为映射 f 的定义域，记作 fD    ,即 fD  X；

X 中所有元素的像所组成的集合称为映射 f 的值域，记作 fR 或 ( )f X ，即：    R . 

}|)({)( XxxfXf  . 

    需要注意的问题:  

(1) 构成一个映射必须具备以下三个要素: 集合 X , 即定义域 XD f  , 集合Y , 即值 

域的范围: YR f  ；对应法则 f , 使对每个 Xx , 有唯一确定的 )(xfy  与之对应.  

(2) 对每个 Xx , 元素 x的像 y 是唯一的; 而对每个 fRy  ，元素 y 的原像不一定 

是唯一的; 映射 f 的值域 fR 是Y 的一个子集, 即 YR f  , 不一定 YR f   .  
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满射：设 f 是从集合 X 到集合Y 的映射, 若 YR f  ， 即Y 中任一元素 y 都是X 中某

元素的像, 则称 f 为 X 到Y 上的映射或满射;  

单射：若对 X 中任意两个不同元素 21 xx  , 它们的像 )()( 21 xfxf  , 则称 f 为 X 到

Y 的单射;  

双射：若映射 f 既是单射, 又是满射, 则称 f 为一一映射(或双射).  

 二、 逆映射与复合映射 

    1.逆映射 设 f 是 X 到Y 的单射, 则由定义, 对每个
fRy , 有唯一的 Xx  适合

yxf )( , 于是, 我们可定义一个从
fR  到 X 的新映射 g , 即 

       XDg f ： 对每个
fRy  , 规定 xyg )( , 这 x 满足 yxf )( . 这个映射 g

称为 f 的逆映射, 记作
1-f , 其定义域 ff

RD 1 , 值域 XR
f

1 .  

     只有单射才存在逆映射. 

    2.复合映射  设有两个映射 1YXg ：  ， ZYf 2： ，其中 21 YY  ，则由映射g 和

f 可以定出一个从 X 到Z 的对应法则, 它将每个 Xx 映射成 Zxgf )]([ .显然, 这个对

应法则确定了一个从 X 到 Z 的映射, 这个映射称为映射 g 和 f 构成的复合映射, 记作

gf  , 即 ，： ZXgf  即有 )]([))(( xgfxgf   

  

 应注意的问题:  

    映射 g 和 f 构成复合映射的条件： g 的值域必须包含在 f 的定义域内,  否则, 不能

构成复合映射. 由此可以知道, 映射 g 和 f 的复合是有顺序的, gf  有意义并不表示

fg  也有意义. 即使 gf  与 fg  都有意义, 复映射 gf  与 fg  也未必相同.  

    例 1 设有映射 ]11[ ，： Rg , 对每个 Rx , xxg sin)(  , 映射 ]1,0[]11[  ，：f ， 

对每个 ]11[ ，u , 
21)( uuf  . 则映射 g 和 f 构成复映射 ]10[ ，： Rgf  , 对每个

Rx ，有 

                |cos|sin1)(sin)]([))(( 2 xxxfxgfxgf  .  
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三、 函数 

1. 函数的定义 

设 x和 y 是两个变量，D 是一个给定的数集．如果对于每一个 Dx ，变量 y 按照一

定的法则（或关系）总有唯一确定的数值与它对应，则称 y 是 x 的函数，记为 )(xfy  ．x

称为自变量为， y 称为因变量（或函数），数集D 称为这个函数的定义域，而因变量 y 的

变化范围 ( )f D 称为函数 )(xf 的值域． 

注：讲解自变量、因变量、对应规则、定义域、值域、函数值、几种常用的特殊函数. 

2. 举例 1-7—1-11 

四、函数的几种特性 

1.  函数的单调性 

  设函数 )(xf 的定义域为 D，区间 DI  . 如果对区间 I 上的任意两点 1x 和 2x ，当

21 xx  时总有不等式 )()( 21 xfxf  成立，则称函数 )(xf 在区间 I 上是单调增加的；若当

21 xx  时总有不等式 )()( 21 xfxf  成立，则称函数 )(xf 在区间 I 上是单调减少的．单调

增加和单调减少的函数统称为单调函数． 

2.  函数的奇偶性 

设函数 )(xf 的定义域 D关于原点对称，且对与任何 Dx ，恒有 )()( xfxf  成立，

则称函数 )(xf 为偶函数；如果恒有 )()( xfxf  成立，则称函数 )(xf 为奇函数． 

3.  函数的周期性 

 设函数 )(xf 的定义域为 D，如果存在非零数 l ，使得对于任意的 Dx ，有 Dlx  ， 

且 )()( xflxf  恒成立，则称函数 )(xf 为周期函数，l 称为 )(xf 的周期．通常我们所

说的周期指的是最小正周期． 

4.  函数的有界性 

 设函数 )(xf 的定义域为 D， DI  ，如果存在正数 M ，使得对任意 Ix ，有

Mxf )( ，则称函数 )(xf 在区间 I 上有界． 
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讨论、思考： 

   1. 设
2

( )
1

x
f x

x



，判断函数   ( )f f f x 的奇偶性及有界性。 

   （答   
2

( ) ,
1 3

x
f f f x x R

x
 


，奇函数，有界   

2
( ) 1

1 3

x
f f f x

x
 


。） 

 2. 函数 f(x)=lg(x2-x-2)的定义域为 A，函数
x

x
y






1

2
的定义域为B，则 A∩B=_______     

3. 下列函数中，既是 )
2

,0(


上的增函数，又是以 为周期的偶函数是（  ） 

A  y=|sinx|  B  y=|cosx|   C  y=|sin2x|   D  y=cos2x  

 

作业：（课本） 习题 1－2（2,3,5,6） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 100 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型： √理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式： √讲授  讨论  指导  其他 

教学资源： √多媒体   模型   实 

物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第  周   周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)： 第一章  函数 

第三节  复合函数和反函数 初等函数 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 理解复合函数、反函数、基本初等函数和初等函数的概念； 

2. 掌握基本初等函数的性质和图像； 

3. 了解函数的四则运算运算. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 基本初等函数和初等函数的概念个性质 

难点： 基本初等函数的性质 

主要内容 

第三节  复合函数和反函数 初等函数 

   一、 反函数 

   定义  设 )(xf 的定义域为D ，值域为W ，因此，对 Wy ，必 Dx ，使得 yxf )( ，

这样的 x可能不止一个，若将 y 当作自变量， x 当作因变量，按函数的概念，就得到一新

函数 )( yx  ，称之为函数 )(xfy  的反函数，而 )(xf 叫做直接函数。 

注 1. 反函数 )( yx  的定义域为W ，值域为D ； 

    2. 由上讨论知，即使 )(xfy  为单值函数，其反函数却未必是单值函数，以后对此问

题还作研究； 

    3. 在习惯上往往用 x表示自变量， y 表示因变量，因此将 )( yx  中的 x 与 y 对换一

下， )(xfy  的反函数就变成 )(xy  ，事实上函数 )(xy  与 )( yx  是表示同一函

数的，因为，表示函数关系的字母 "" 没变，仅自变量与因变量的字母变了，这没什么关

系。所以说：若 )(xfy  的反函数为 )( yx  ，那么 )(xy  也是 )(xfy  的反函数，

且后者较常用；  

           4. 反函数 )(xy  的图形与直接函数 )(xfy  的图形是对称于 xy  。 

例如：函数
32 ,, xyxybaxy  的反函数分别为： 

3

1

,, yxyx
a

by
x 


 或分别为 3

1

,, xyxy
a

bx
y 


 。 
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二、复合函数 

    若    xuufy  ，当  x 的值域落在  uf 的定义域内时，称   xfy  是由

中间变量 u 复合成的复合函数。 

例如 2. xuuy sin2  可复合成 xy sin2   

注意： 2sin  xuuy 就不能复合。 

2. 
xy 2arctan 可以看作是 xvuuy v  ，， 2arctan 复合成的复合函数。 

 

三、函数的运算（和差积商运算） 

 

   设函数 f(x), g(x)的定义域依次为 D 1, D 2, DD 1D 2, 则我们可以定义这两个

函数的下列运算:  

    和(差)f g : (f g)(x)f(x)g(x), xD;  

    积 f g : (f g)(x)f(x)g(x), xD; 

    商
g

f
:  

)(

)(
))((

xg

xf
x

g

f
 , xD\{x|g(x)0}.  

    例 3  设函数 f(x)的定义域为(l, l), 证明必存在(l, l)上的偶函数 g(x)及奇函数

h(x), 使得 f(x)g(x)h(x).  

    分析 如果 f(x)g(x)h(x), 则 f(x)g(x)h(x), 于是 

        
)]()([

2

1
)( xfxfxg 

, 
)]()([

2

1
)( xfxfxh 

.  

    证明 作 )]()([
2

1
)( xfxfxg  , )]()([

2

1
)( xfxfxh  , 则 f(x)g(x)h(x),  

且      )()]()([
2

1
)( xgxfxfxg  ,  

        
)()]()([

2

1
)]()([

2

1
)( xhxfxfxfxfxh 

.  

四、初等函数 

    基本初等函数:  

    幂函数: yx  (R 是常数);  

    指数函数: ya x(a0 且 a1);  

    对数函数: yloga x (a0 且 a1, 特别当 ae 时, 记为 yln x); 
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    三角函数: ysin x, ycos x, ytan x, ycot x, ysec x, ycsc x;  

    反三角函数: yarcsin x, yarccos x, yarctan x, yarccot x .  

    初等函数:  

    由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用

一个式子表示的函数, 称为初等函数. 例如 

              
21 xy  , ysin2x, 

2
cot

x
y  

等都是初等函数. 本教材讨论的主要都是初等函数。 

讨论、思考： 

1. 下列函数能否复合为函数 [ ( )]y f g x ，若能，写出其解析式、定义域、值域． 

  (1) ( ) ,y f u u  2( )u g x x x    

  (2) ( ) ln ,y f u u  ( ) sin 1u g x x    

 
)(,1sec)(tan.2 2 xfxxf 求已知 

 

作业：（课本） 习题 1－3（1,2，4,7,8） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 100 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型： √理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式： √讲授  讨论  指导  其他 

教学资源： √多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第   周   星期   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：第一章  函数 

第四节  函数的建立 

第五节  经济学中的常用函数 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 掌握经济学中常用的函数（需求函数、供给函数、总成本函数、总收益函数和总利润函数、

库存函数）。 

2. 会利用函数建立经济数学模型。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：需求函数、供给函数、总成本函数、总收益函数和总利润函数、库存函数  

难点：建立数学模型 

主要内容 

第五节  经济学中的常用函数（函数的建立） 

一、需求函数 

市场对某种商品的需求量，主要受到该商 品的价格的影响，通常降低商品的价格会使

需求量增加，提高商品的价格会使需求量减少．在假定其它因素不变的条件下，市场需求量

P 可视为商品价格Q 的函数，称为需求函数。记作 )(PQQ   

例 1  设某电子产品的月销售量是价格的线性函数．当价格为 580 元时，每月售出 800 

件；当价格为 680元时，每月售出 600 件，试求线性需求函数。并求当商品售价为 620元时

的市场需求量。 

解：设需求量为 P ，价格为 Q, 由题意得， 









600680

800580

ba

ba
 

解得 2,1960  ba ，所以需求函数 Q=1960-2p, 

当商品售价为 620 元时，市场需求量为 

72062021960 Q (件)） 

常见的需求函数有以下几种类型：  

1. 线性函数： )0(,  abaPQd  
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2. 指数函数： )0,(,   baaeQ bp

d  

3. 幂函数： )0,(,   kakPQ a

d  

二、供给函数 

某种商品的市场供给量也受商品价格的制约，价格上涨将刺激生产者向市场提供更多的

商品，供给量增加；反之，价格下跌将使供给量减少，在假定其它因素不变的条件下，供给

量 P 也可看成价格S 的函数，称为供给函数，记作 )(PSS   

例 2  该电子产品开发商每月向商场供给量是价格的线性函数．当价格为 580元时，每

月提供 800 件；当价格为 680 元时，每月多提供 100 件，试求线性供给函数。并求当商品售

价为 620 元时的市场供应量。 

解 设供应量为 S ，价格为 P ，由题意得 









900680

800580

dc

dc
 

解得 1,220  bc ，所以需求函数 PS  220 。 

当商品售价为 620 元时，市场供应量为 S=220 + 620 =840 （件） 

常见的供给函数有以下几种类型：  

1. 线性函数： )0(,  abaPQs  

2. 指数函数： )0,(,  baaeQ bp

s  

3. 幂函数： )0,(,  kakPQ a

s  

  三、总成本函数 

总成本由固定成本 0C 和可变成本 qC 两部分组成：  

)()( 10 qCCqC   

其中固定成本 0C 与产量q 无关，如厂房、设备费等；变动成本 )(1 qC  随产量q 的增加而增

加，如原材料费等。  

生产 q 个单位产品时的平均成本为： 
q

qC
C

)(
  

例 3 已知某种产品的总成本函数为
22.0500)( qqC  ，求当生产 100 个该产品时的
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总成本和平均成本。 

解：由题意，产量为 100 个时的总成本 

25001002.0500)100( 2 C   

求当生产 100 个该产品时的总成本和平均成本为  

25
100

)100(
100 

C
C ）（  

四、总收入函数 

总收入函数与产品的单价和产量或销售量有关。如果产品的单位售价为 p ，销售量为

q ，则总收入函数为 pqqR )( ，q 个单位产品时的平均收入为
q

qR
R

)(
  。  

 例 4 某商品的市场需求规律为 6 pq ，求销售 100个商品时的总收入和平均收入。 

     解  总收入函数 

qqqqpqqR 6)6()( 2   

当销售 100 个商品时的总收入为 

10600600100)100( 2 R  

当生产 100 个单位产品时的平均成本为 

106
100

)100(
)100( 

R
R  

五、总利润函数 

总利润等于总收入与总成本的差，于是总利润函数为： 

)()()( qCqRqL   

例 5 已知某产品的成本函数为 942)( 2  qqqC ，需求函数为 pq  8 ( p 为价格)，

求该产品的利润函数, 并说明该产品的盈亏情况。 

解  总收入函数 

qqqqpqqR 8)8()( 2   

所以利润函数为 12123)()()( 2  qqqCqRqL   

又由 0)( qL 得盈亏平衡点为 31  qq ，  

当 3q 或 1q 时， 0)( qL ；当 31  q 时， 0)( qL   

 

讨论、思考： 
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1. 在一条直线公路的一侧有 A、B两村，其位置如图 1-1所示，公共汽车公司欲在公路上

建立汽车站M. A、B 两村各修一条直线大道通往汽车站，设 CM=x(km)，试把 A、B 两村通

往 M 的大道总长 y(km)表示为 x的函数.  

2. 设某商品的需求关系是 3Q+4P=100,求总收益和平均收益． 

3. 某工厂生产某产品年产量为 x台，每台售价为 250 元，当年产量在 600台以内时，可以

全部售出，当年产量超过 600 台时，经广告宣传后又可多出售 200 台，每台平均广告费为

20 元，生产再多，本年就售不出去了。试建立本年的销售总收入 R 与年产量 x的关系。 

4. 某厂生产一批元器件，设计能力为日产 100 件，每日的固定成本为 150 元，每件的平

均可变成本为 10 元,(1)试求该厂此元器件的日总成本函数及平均成本函数;（2）若每件售价

14 元，试写出总收入函数;（3）试写出利润函数。 

作业：（课本） 习题 1-4（1，3，6）1-5（1, 2, 3,） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 5 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第一章  函数 

    习题课 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解函数的概念，掌握函数的表示方法，并会建立简单应用问题中的函数关系式。 

2. 理解函数的奇偶性、单调性、周期性和有界性定义。 

3. 理解复合函数、分段函数、反函数及隐函数的概念。 

4. 掌握基本初等函数的性质及图形。  

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：函数的概念、性质，复合函数、分段函数、反函数及隐函数的概念，基本初等函数的

性质及图形 

难点：隐函数的概念，基本初等函数的性质及图形 

主要内容 

一、基本内容小结 

1、函数的概念、表示法、函数的特性 

2、复合函数、分段函数、反函数、隐函数 

3、基本初等函数、初等函数 

 二、典型例题讲解 

  函数部分的重要题型：  

●函数概念（对应法则及定义域）；（总习题一 1， 5） 

●函数性态；（总习题一  2，3，7，） 

●复合函数。（总习题一  4，8，9，10） 

●函数的建立。（总习题一  12，13，14，15） 

 

讨论、思考：函数与映射的区别？ 

作业：  掌握本次课所讲题目与方法、总习题一，完成“回顾与预习”. 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 80 分钟，授新课 0 分钟，安排讨论 9 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 √练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第  周  周  第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：第二章  极限和连续 

第一节   数列的极限    

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 理解数列极限的概念；掌握收敛数列的性质；会用定义证明数列的极限；  

2. 培养学生能够运用极限思想分析实际问题； 

3. 训练学生掌握“用极限概念”分析问题和解决问题的数学思想. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：数列极限的概念、数列极限的性质 

难点：数列极限的概念的理解、收敛子列与数列的关系 

主要内容 

一、列极限的概念 

1. 数列定义  

按照某种顺序排列起来的无穷多个实数  ，，，， nxxx 21 ,称为数列，记为数列 nx 。   

 注：(1) 数列 nx 是特殊的函数，即 ( )  ( 1, 2, )nx f n n  ； 

（2）有界数列 nx ，即 0,    ( 1,2, )nM x M n   使得 ； 

（3）单调数列：单增数列与单减数列的统称。 

         单增数列 nx ，即 +1   ( 1, 2, )n nx x n  ； 

         单减数列 nx ，即 +1   ( 1, 2, )n nx x n  。 

2. 数列极限的定义 

    定义  设有数列 nx ，如果对于任意给定的正数 （无论它多么小），总存在一个正

整数N ，使得当 Nn  时，不等式  axn 恒成立，则称常数a 为数列 nx 的极限，或

称数列 nx 收敛于a，记为 axn
n




lim 或 )(  naxn ．如果数列 nx 没有极限，就说

数列 nx 是发散的。 lim 0n
x

x a 


   ，正整数 N，当n N 时，有  axn . 

 注：(1) lim 0n
x

x a 


   ，正整数 N，当 n N 时，有  axn  

  (2) 极限是数列中数的变化总趋势，它与数列中某个项或前几个项的值无关。 
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二、数列极限的性质 

  定理 1  （极限唯一性）任何收敛数列 nx 的极限是唯一的。 

  定理 2（收敛数列的有界性）如果数列 nx 收敛，那么数列 nx 一定有界。 

 定理 3（收敛数列的保号性）（补充）如果数列 }{ nx 收敛 a，且 0a   (或 0a  ) ，那

么存在正整数 N ，当 n N 时，都有 0nx （或 0nx ）。 

  证明  不妨就 0a  的情形证明。由数列极限的定义，对 0,
2

a
   正整数N ，当

n N 时，有
2

n

a
x a  ，  从而 0

2 2
n

a a
x a            

  推论（补充）：如果数列 }{ nx 从某项起有 0nx  （或 0nx  ），且 lim n
n

x a


 ，那么

0a  （或 0a  ）。 

   证明  设数列 }{ nx 从第 1N 项起，即 1n N 时有 0nx  。现在用反证法证明。若

lim 0n
n

x a


  ， 则 由 定 理 3 知 ，  正 整 数 2N ， 当 2n N 时 有 0nx 。 取

 1 2max ,N N N  ，当n N 时，按假设有 0nx  ，按定理 3 有 0nx ，这引起矛盾。

所以必有 0a  。数列从某项起 0nx  的情形，可以类似地证明。 

    定理 4（收敛数列与子数列的关系）设数列 nx 收敛于a ，则它的任一子数列 
knx 也

收敛，且极限也是 a 。 

讨论、思考： 

    1. 对于某一正数 0  如果存在正整数 N 使得当n N 时 恒有
0nx a   成立， 是

否有 xn a (n )？ 

   （答   不一定，例如，取 0

3

2
  ， 1a  ，数列 2 ( 1,2, )nx n  ，显然

0nx a    

( 1, 2, )n  ，但 lim n
n

x a


 ，事实上 lim 2n
n

x


 。） 

    2. 定理 2 表明收敛数列{xn}一定有界。试问发散的数列是否一定无界？有界的数列是

否一定收敛？无界数列是否一定发散？ 

   （答   发散的数列是不一定无界，有界的数列不一定收敛。例如：数列

1( 1) ( 1,2, )n

nx n   是有界的发散数列。但是无界数列一定发散。否则设数列 nx 无界

且收敛，将与定理 2 引起矛盾。） 
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    3. 
2 2 1lim lim limn k k

n k k
x a x x a

  
    ，这一结论是否成立？ 

   （答  成立。证明如下： 

证“  ”已知 lim n
n

x a


 ，根据定理 4 （收敛数列与子数列的关系）知

2 2 1lim limk k
k k

x x a
 

  。 

“”  
2 1lim k

k
x a


 ，

1 1 2 10, , kk k k x a      正整数 当 时，有 ；又  

2lim k
k

x a


 ，
2 2 20, , kk k k x a      正整数 当 时，有 ； 

     记  1 2max , , 2 ,k k k N k n N  取 则当 时， 

     若 2 1n k  ，则 1 2 1

1

2
n kk K k x a x a         ， 

     若 2n k ，则
2 2n kk K k x a x a        ， 

     从而只要 , limn n
n

n N x a x a


   ，就有 即  。) 

4. lim 0 lim 0n n
n n

x x
 

   ，这一结论是否成立？ 

   （答  这是一个常用的正确结论。证明如下： 

     lim 0 0, ,n
n

x N n N


   存在正整数 当 时，恒有  

0     0   n nx x    即 成立  

lim 0n
n

x


   

作业：（课本）习题 2-1（1, 3, 7） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第   周  星期  第 节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：    第二章  极限和连续 

第二节  函数的极限 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解函数极限的概念、左极限与右极限的概念，以及极限存在与左、右极限之间的关系；  

   理解函数极限的性质。 

2. 培养学生能够运用极限思想分析实际问题。 

3. 训练学生掌握“用极限概念”分析问题和解决问题的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：函数极限的概念，左极限与右极限的概念。 

难点：极限的局部保号性、函数极限与数列极限的关系。 

主要内容 

复习：数列极限的定义 

新授： 

第二节  函数的极 

    一、自变量趋于无穷大时函数的极限 

    1. 定义 1  

设函数 )(xf 当 x a 时有定义，如果对于任意给定的正数（无论它有多么小），总

存在一个正数 X ，使得对满足不等式 x X 的一切 x ，对应的函数值 )(xf 都满足

 Axf )( ，则常数 A 称为函数 )(xf 当 x时的极限，记作 lim ( )
x

f x A


 。 

注： Axf
x




)(lim  0,0  X ,当 Xx  时,有  Axf )( 。  

2. 单侧极限 

lim ( ) 0, 0,
x

f x A X


     当 x X 时，有  Axf )( ． 

lim ( ) 0, 0,
x

f x A X


     当 x X  时，有  Axf )( ． 

由定义可见，极限 Axf
x




)(lim 的充分必要条件是： Axfxf
xx




)(lim)(lim . 

举例 1 

二、自变量趋于有限值时函数的极限 

1 . 定义 2 

设函数 )(xf 在点 0x 的某一去心邻域内有定义，如果对于任意给定的正数（无论它多
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么小），总存在正数 ，使得对于满足不等式  00 xx 的所有 x ，对应的函数值 )(xf

都满足不等式  Axf )( ，则常数 A 称为函数 )(xf 当 0xx  时的极限，记作

Axf
xx




)(lim
0

． 

    注：
0

lim ( ) 0, 0,
x x

f x A  


      当  00 xx 时，有  Axf )( ． 

    举例 2-3 

    2 . 单侧极限（左、右极限） 

    左极限：
0

0( ) lim ( ) 0, 0,
x x

f x f x A  





      当 0 0x x x   时，有 

                               Axf )( ． 

    右极限： 
0

0( ) lim ( ) 0, 0,
x x

f x f x A  





      当 0 0x x x    时，有 

                               Axf )( ． 

    由定义可见， AxfxfAxf
xx





)()()(lim 00

0

 

    举例 2-6 

    三、函数极限的性质 

    定理 1（函数极限的唯一性）如果 )(lim
0

xf
xx

存在，则极限是唯一的。 

    定理 2 （函数极限的局部有界性）如果 Axf
xx




)(lim
0

，则存在常数 0M  和 0  ，

使得当
00 x x    时，有 ( )f x M 。 

     定理 3 （函数极限的局部保号性）如果 Axf
xx




)(lim
0

，且 0A  （或 0A  ），则

存在常数 0  ，使得当 00 x x    时，有 ( ) 0f x  （或 ( ) 0f x  ）。 

推论 1  如果 0)(lim
0




Axf
xx

，那么一定存在点 0x 的去心邻域 0( , )U x  ，使得当

0( , )x U x  时，必有
2

)(
A

xf  ．  

推论2  如果在点 0x 的某一去心邻域内有 0)( xf （或 0)( xf ），且 Axf
xx




)(lim
0

， 

那么必有 0A （或 0A ）． 

定理4（函数极限与数列极限的关系）如果极限存在，{ }nx 为函数 ( )f x 的定义域内
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任一收敛于
0x 的数列，且

0nx x ，则数列{ ( )}nf x 必收敛，且
0

lim ( ) lim ( )n
n x x

f x f x
 

  ． 

   

讨论、思考： 

 1. 观察函数 ( ) arctanf x x ，问 lim ( )
x

f x


是否存在？  

（答  lim ( )= lim arctan
x x

f x x
 

不存在。  lim ( ) lim arctan
2x x

f x x


 
   ， 

lim ( ) lim arctan
2x x

f x x


 
  ， lim ( )= lim arctan

x x
f x x

 
 不存在。） 

     2. 观察函数  
1

1

1

1
2 





 





x

xax
xf

x

x ，问  xf
x 1
lim


是否存在？ 

（解  
1 1

lim ( ) lim( ) 1
x x

f x x a a
  

     ，
2

1 1 1

1 1 1
lim ( ) lim lim

1 1 2x x x

x
f x

x x    


  

 
。 

          当
1

2
a   时，极限  xf

x 1
lim


存在，且
1

1
lim ( )

2x
f x


 ； 

          当
1

2
a   时，极限  xf

x 1
lim


不存在。） 

 

作业： （课本）习题 2-2(1, 4, 6) 

 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



《微积分（第 3 版）》（主编  吴传生） 

 22 

授课时间 第   周   星期   第 节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：第二章  极限和连续 

  第三节  无穷小与无穷大    

第四节  极限的运算法则 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解无穷小量的概念，掌握无穷小量的性质。 

2. 理解无穷大量的概念；掌握无穷小量与无穷大量的关系。 

3. 理解函数极限与无穷小量的关系，熟练掌握极限运算法则。 

4.  培养学生能够运用极限思想分析实际问题。 

5.  训练学生掌握“用极限概念”分析问题和解决问题的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：无穷小量；极限运算法则 。  

难点：极限四则运算法则的使用、复合函数极限的运算性质。 

主要内容 

复习: 函数极限的定义 

新授: 

                        第三节  无穷小量与无穷大量 

一、无穷小量 

1. 无穷小量的定义 

定义 1  若
0

lim ( ) 0
x x

f x


 （或 lim ( ) 0
x

f x


 ），则称函数 )(xf 当 0xx  （或 x ） 

时的无穷小量。 

    注：(1) 无穷小量是一个变量（函数），无论绝对值多么小的数都不是无穷小量，但"0"

是唯一可作为无穷小量的数。 

（2）无穷小量是相对自变量的某一变化过程而言的。 

（3）无穷小量的精确定义 

如果 0  ， 0  （或 0X  ），使得当 00 x x    （或 x X ）时，

( )f x  恒成立，则称函数 )(xf 当 0xx  （或 x ）时为无穷小量，简称为无穷小，

记为
0

lim ( ) 0
x x

f x


 （或 lim ( ) 0
x

f x


 ）。 
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（4）无穷小量与函数极限的关系 

定理1  
0

lim ( )
x x

f x A


  的充分必要条件是 ( ) ( )f x A x  ，其中
0

lim ( ) 0
x x

x


 。 

2. 无穷小量的运算定理 

定理2 （1）有限个无穷小量的和是无穷小； 

          （2）有界函数与无穷小量的乘积是无穷小。 

推论：（1）常数与无穷小量的乘积是无穷小； 

 （2）有限个无穷小量的乘积是无穷小。 

二、无穷大量 

定义2  如果对于任意给定的正数 0M (不论它多么大)，总存在正数 0 （或正数

X ）,当  00 xx （或 Xx  ）时，有 Mxf )( ，那么称函数 )(xf 为当 0xx (或

x )时的无穷大量,简称为无穷大。记作 




)(lim
0

xf
xx

（或 


)(lim xf
x

）。 

注：(1) 无穷大是一个变量（函数），无论绝对值多么大的数都不是无穷大。 

（2）
0

lim ( )
x x

f x


 ，按照极限定义，函数 )(xf 当 0x x 时的极限是不存在的，

但为了方便叙述函数的绝对值无限变大这一性态，我们也说当 0x x 时 )(xf 的极限为无

穷大。对 x 的情形可类似定义。 

（3）在无穷大的定义中，将 ( )f x M 改为 ( )f x M ，记为
0

lim ( )
x x

f x


 ，

称函数 )(xf 当 0x x 时为正无穷大；将 ( )f x M 改为 ( )f x M  ，记为

0

lim ( )
x x

f x


 ，称函数 )(xf 当 0x x 时为负无穷大。 

（4）如果
0

lim ( )
x x

f x


 ，则 )(xf 在 0x 的邻域内无界；但反之，如果 )(xf 在 0x 的

邻域内无界，则 )(xf 当 0x x 时不一定是无穷大．（无穷大量一定是无界的量，反之无

界的量不一定为无穷大量） 

（5）无穷小和无穷大的关系 

 定理3  在自变量的同一变化过程中，如果 ( )f x 为无穷大，则
1

( )f x
为无穷小；反

之，如果 ( )f x 为无穷小，且 ( ) 0f x  ，则
1

( )f x
为无穷大． 
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举例 1 

                       第四节  极限的运算法则 

1. 函数极限的运算法则 

定理 1   若 Axf )(lim ， Bxg )(lim ，那么 

（1） BAxgxfxgxf  )(lim)(lim)]()(lim[ ； 

（2） ABxgxfxgxf  )(lim)(lim)]()(lim[ ； 

（3） )0(
)(lim

)(lim

)(

)(
lim  B

B

A

xg

xf

xg

xf
　　 。 

 推论 设 lim ( )f x 存在， C 为常数，则 

        lim ( ) lim ( )Cf x C f x ；  lim[ ( )] [lim ( )]n nf x f x 。 

2. 利用极限的运算法则求极限的方法举例 

举例 1-8 

    结论：（1）若 1

0 1 1( ) n n

n nf x a x a x a x a

     是多项式，则
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 。 

（ 2）设
( )

( )
( )

P x
F x

Q x
 为有理分式函数，其中 ( ), ( )P x Q x 是多项式，于是

0
0lim ( ) ( )

x x
P x P x


 ，

0
0lim ( ) ( )

x x
Q x Q x


 ，如果

0( ) 0Q x  ，则
0

0lim ( ) ( )
x x

F x F x


 。 

3. 复合函数极限的运算性质 

定理 2 设 )}([ xfy  是由函数 )(ufy  , )(xu  复合而成，若 ax
xx




)(lim
0

 ，

Auf
au




)(lim ,且在点 0x 的某去心邻域内, ax )( ，则
0

lim [ ( )] lim ( )
x x u a

f x f u A
 

  。 

举例 9 

讨论、思考： 

1. 举例说明两个无穷小量的商是否一定为无穷小量？ 

（答  不一定。例如，
2

0 0 0
lim 0 ,   lim2 0 ,   lim 0
x x x

x x x
  

   ，但 

20 0 0

1 2 2
lim ,   lim lim

2 2x x x

x x

x x x  
  。） 
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2. 有理分式函数的极限 ( )
lim

( )x

P x

Q x
？ 

（答设 1

0 1 1( ) n n

n nP x a x a x a x a

     ， 1

0 1 1( ) m m

m mQ x b x b x b x b

     ， 

其中
0 00, 0,a b m n  和 为非负整数，则

0

0
,  ,

( )
lim = 0,   ,

( )
,  

a

b

x

n m
P x

n m
Q x

n m


 



 


当

当

当

） 

    3. 如下写法是否正确: 
















 0

1

)45(lim

)32(lim

45

32
lim

2

  1

  1

2  1 xx

x

xx

x

x

x

x
  

（答 不正确。正确解法： 

2
2

1

1

1

lim( 5 4)5 4 0
lim =0

2 3 lim(2 3) 1

x

x

x

x xx x

x x







  
 

  
，

2

1

5 4
lim

2 3x

x x

x

 
 


） 

作业：（课本） 习题 2-3(3, 4) 习题 2-4(2, 3, 4) 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分 》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 90 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第   周   周    第    节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第二章  极限与连续 

                   第五节  极限存在准则及两个重要极限，连续复利 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解极限存在的两个准则（夹逼准则与单调有界准则），会用极限两个准则求极限。 

2. 掌握两个重要极限：
0

sin
lim 1
x

x

x
  与

1
lim(1 )x

x
e

x
  ，会利用重要极限公式求极限。 

3.  了解连续复利的相关概念。 

4.  训练学生能够用极限概念分析问题和解决问题的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 极限存在的两个准则、两个重要极限公式；利用两个重要极限公式求极限。 

难点： 应用极限存在准则证明数列极限存在。 

主要内容   

复习：数列极限的定义 

新授： 

              第五节  极限存在准则及两个重要极限、连续复利 

一、极限存在准则 

     准则 1（夹逼准则）如果数列 nx 、 ny 和 nz 满足 

（1） nnn zxy  ),3,2,1( n ； 

（2） lim limn n
n n

y z a
 

  ， 

 则数列 nx 的极限存在，且 axn
n




lim 。 

     准则 1 可以推广到函数的极限： 

     准则   如果函数 ( ), ( ), ( )f x g x h x 满足 

（1）当 0( , )x U x  或（ x M ）时， )()()( xhxfxg   

（2）
0

( )

lim ( )
x x

x

g x A




 ，
0

( )

lim ( )
x x

x

h x A




 ， 

那么
0

( )

lim ( )
x x

x

f x




存在且等于 A 。 

举例 1-3 

准则 2  单调有界数列必有极限.  
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注：准则 II 还可更明确的叙述为：单调增加上有界或单调减少下有界的数列必有极限 

举例 2- 3 

二、两个重要极限 

① 1
sin

lim
0


 x

x

x
。         ② e

x

x

x



)

1
1(lim 。 

  注意：掌握它们的其它形式和变形. 

（1）
sin

lim 1
x

 ，其中 x  当 时，有 0。 

    （2）公式②的其它形式 ex x

x




1

0
)1(lim ， e

n

n

n



)

1
1(lim 。 

    （3）
1

lim 1+ =e
x

 
 
 

，其中 x  当 时，有 。 

举例 4-9 

三、连续复利 

  
则，年利率为称为本金设一笔贷款 ,)(0 rA

 

  
)1(01 rAA 一年后本利和  

2

012 )1()1( rArAA 两年后本利和 ，则，年利率仍为期计息如果一年分 rn

k

k rAAk )1(0 年后本利和  

，于是一年后的本利和每期利率为
n

r n

n

r
AA )1(01   

nk

k
n

r
AAk )1(0 年后本利和

 

如果计息期数 n 趋于正无穷，即每时每刻计算复利（称为连续复利），则 k 年后的本利和为 

rk

rk

r

n

n

nk

n
k

eA

r

n
A

n

r
AA

0

00

1
1lim)1(lim












































 

讨论、思考： 

1. 已知 1 11, 1 2 ( 1,2, )n nx x x n    ，求 lim n
n

x


时，下列作法是否正确？ 

    设 lim n
n

x a


 ，由递推式两边取极限，得 1 2 1a a a     。 

（答  不对，此处 lim n
n

x


 。） 
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2.  设对任意的 x总有 ( ) ( ) ( )x f x g x   ，且 lim[ ( ) ( )] 0
x

g x x


  ，试问极限 

lim ( )
x

f x


是 否一定存在？ 

(答  不一定存在。 

    例：取
2

1
( ) 1x

x
   ， ( ) 1f x  ，

2

1
( ) 1g x

x
  ，显然 ( ) ( ) ( )x f x g x   ，

且 lim[ ( ) ( )] 0
x

g x x


  ，此时 lim ( ) 1
x

f x


 （存在）。 

取
2

1
( )x x

x
   ， ( )f x x ，

2

1
( )g x x

x
  ， 则 ( ) ( ) ( )x f x g x   ， 且

lim[ ( ) ( )] 0
x

g x x


  ，但 lim ( )
x

f x


 （不存在）。） 

作业：（课本） 习题 2-5 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第   周   星期   第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第二章  极限与连续 

                             第六节  无穷小的比较 

                             第七节  函数的连续性（第一讲） 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 掌握无穷小量的比较方法，会用等价无穷小求极限。  

2. 理解函数在一点连续的概念、理解左、右连续的概念、理解函数在区间上连续的概念。 

3. 培养学生能够运用极限思想分析实际问题. 

4. 训练学生掌握“用极限概念”分析问题和解决问题的数学思想. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 无穷小量的比较 ， 函数连续的概念。 

难点： 等价无穷小的代换定理在求极限时的正确应用。 

主要内容   

复习： 

1. 无穷小量的定义 

2. 引例  1
sin

lim
0


 x

x

x
，

0

3
lim 3
x

x

x
 ，

2

0

2
lim 0
x

x

x
 ，

20
lim

2x

x

x
 。 

 新授： 

                        第六节  无穷小量的比较 

一、两个无穷小量的比较的定义 

定义  设 )()( xx  、 为同一个自变量的变化过程中的无穷小， 

（1）若 0
)(

)(
lim 

x

x




，则称 )(x 是比 )(x 高阶的无穷小，记为 )( o ； 

（2）若
( )

lim
( )

x

x




 ，则称 )(x 是比 )(x 低阶的无穷小； 

（3）若
( )

lim 0
( )

x
C

x




  ，则称 )(x 和 )(x 是同阶无穷小； 

（4）若
( )

lim 0
[ ( )]k

x
C

x




  ， 0k  ，则称 )(x 是关于 )(x 的k 阶无穷小； 
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（5） 若 1
)(

)(
lim 

x

x




，则称 )(x 和 )(x 是等价无穷小，记为 )()( x～x  ． 

     举例1 

二、等价无穷小的性质及应用 

定理1   与 是等价无穷小的充分必要条件是 )( o ． 

定理2  设
*～ 、

*～ 、
*～ ，则

*

**

limlim







 ． 

补充（常用的等价无穷小）：当 0x 时, 

 xxxxx arctan~arcsin~tan~sin~ ~ ln(1 ) ~ 1xx e  ； 

 21
1 cos ~

2
x x ； (1 ) 1 ~x x   ；   1 ~ lnxa x a 。 

 举例 2-4 

                   第七节  函数的连续性（一） 

     一、函数的连续性 

1.  函数在一点连续的等价定义（设函数 )(xfy  在 0x 的某一邻域内有定义） 

  函数 )(xf 在点 0x 连续
0 0

0 0
lim lim[ ( ) ( )] 0
x x

y f x x f x
   

       （定义1） 

                       )()(lim 0
0

xfxf
xx




（定义 2） 

                       0, 0,     当
0x x x     时，有 

                            
0( ) ( )f x f x y     成立．（定义3） 

2. 左连续与右连续 

   定义 4   函数 )(xf 在点 0x 左连续
0

0 0( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f x





    

      函数 )(xf 在点 0x 右连续
0

0 0( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f x





    

注：函数 )(xf 在点 0x 连续的充分必要条件是函数 )(xf 在 0x 点处既左连续又右连续． 

举例 1 

3. 函数在区间上连续的定义 

在区间上每一点都连续的函数，叫做该区间上的连续函数；如果区间包含端点，那么

函数在左端点连续是指右连续，在右端点连续是指左连续． 
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讨论、思考： 

   1. 什么样的极限有可能利用等价无穷小量的代换来求？ 

（答 
0

0
型未定式的极限才有可能利用等价无穷小量的代换来求。）  

   2. 函数 )(xf 在点 0x 连续应具备的三个条件是什么？ 

（答  函数 )(xf 在点 0x 连续应具备的三个条件是： 

① )(xf 在点 0x 处有定义，即函数值
0( )f x 存在； 

② 极限
0

lim ( )
x x

f x


存在； 

③ 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 。） 

作业： （课本）习题 2-6（1, 3）、习题 2-7（2）  

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 10 分钟，授新课 75 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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 授课时间 第   周   星期   第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第二章  极限与连续 

      第七节  函数的连续性(第二讲)  

        第八节 闭区间上连续函数的性质 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解函数间断点概念，掌握函数间断点的判断判别的方法，会判断函数间断点的类型 

2. 掌握连续函数的性质和初等函数的连续性。 

3. 理解闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值和最小值定理、介值定理），掌握这些

性质的应用。 

4.  培养学生能够运用极限思想分析实际问题. 

5.  训练学生掌握“用极限概念”分析问题和解决问题的数学思想. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：连续函数的性质及运算；复合函数的连续性；初等函数的连续性。 

难点：闭区间上连续函数的性质的应用。 

主要内容  

复习：函数在一点连续的定义。 

新授： 

                    第七节  函数的连续性（二） 

二、函数的间断点 

1、定义  若函数 )(xf 在点 0x 不连续，则称 0x 为函数 )(xf 的间断点。 

2、间断点的分类 

  第一类间断点（左右极限都存在） 

 0 0( ) ( )f x f x  ，可去间断点； 

          0 0( ) ( )f x f x  ，跳跃间断点。 

第二类间断点（左极限与右极限至少有一个不存在） 

         无穷间断点: 0xx  时, )(xf ； 

        振荡间断点: 0xx  时, )(xf 振荡。 

举例 2-7 

三、连续函数的运算 
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    定理 1 设函数 )(xf ， )(xg 在 0x 处连续，则函数 ( ) ( )f x g x 、 )()( xgxf 以及

0

( )
( ( ) 0)

( )

f x
g x

g x
 在 0x 连续。 

定理2 若函数 )(xfy  在区间 xI 上连续且单调增加（减少），则其反函数 )(yx 

也在对应的区间 },)({ xy IxxfyyI  上连续且单调增加（减少）。 

    定理 3  设当 0xx  时，函数 )(xu  的极限存在且等于 0u ，即
0

0lim ( )
x x

x u


 ，

同时函数 )(ufy  在 0u u 处连续，则复合函数 )]([ xfy  当 0xx  时极限也存在且等

于 0( )f u ，即
0

0lim [ ( )] ( )
x x

f x f u



0

[lim ( )]
x x

f x


 。 

定理 4 设函数 )]([ xfy  由 )(),( xuufy  复合而成，若函数 )(xu  在

0x x 连续，而函数 )(ufy  在对应点 0 0( )u x 连续，则复合函数 )]([ xfy  在

0x x 也连续。即  
0

0
lim ( ) ( )
x x

f x f x 


   。 

重要结论： 

     （1）基本初等函数在它们的定义域内都是连续函数。 

（2）一切初等函数在其定义区间（包含在定义域内的区间）内都是连续的。 

（3）对于初等函数 )(xf 来说，若 0x 是其定义区间内的点，则 

                   )()(lim 0
0

xfxf
xx




。 

举例 8-12 

                         第八节 闭区间上连续函数的性质 

一、闭区间上连续函数的性质 

1. 最大值和最小值定理 

定理1 若函数 )(xf 在闭区间 ][ ba， 上连续，则 )(xf 在 ][ ba， 上一定能取得最大值

和最小值。即存在 ][21 ba，，  ，使得 

            )(min)( 1 xff
bxa 

 ， )(max)( 2 xff
bxa 

 。 

2. 有界性定理 

 定理 2 若函数 )(xf 在闭区间 ][ ba， 上连续，则 )(xf 在 ][ ba， 上一定有界。即存

在常数 0M  ，使得 [ , ]x a b  ，都有 ( )f x M 。 
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3. 介值定理及其推论 

定理3（介值定理） 设函数 )(xf 在闭区间 ][ ba， 上连续， BbfAaf  )()( ， ，

且 BA  ，则对于 A 与 B 之间的任何一个数C ，至少存在一点 ),( ba ，使得 Cf )( 。 

推论1（零点定理）若函数 )(xf 在闭区间 ][ ba， 上连续，并且 0)()(  bfaf ，

则至少存在一点  ba, ，使得 0)( f 。 

推论2  设函数 )(xf 在闭区间 ][ ba， 上连续，它在 ][ ba， 上的最大值为M ，

最小值为m，则对于M 与m之间的任何一个数C ，至少存在一点 )( ba， ，使

得 Cf )( 。 

举例 1-2 

讨论、思考： 

1. 指出正切函数 tany x 的所有间断点，并判断其类型。 

   （ 答  间 断 点 为 ( 0, 1, 2, )
2

x k k


     ；

2

lim tan
x k

x


 

  ， 所 以

( 0, 1, 2, )
2

x k k


     为第二类无穷间断点。） 

 2. 函数

1,   0 1

( ) 1,          1

3,   1 2

x x

y f x x

x x

   


  
   

在闭区间[0 2]上是否有最大值和最小值？  

 （答   如图所示，

1,   0 1

( ) 1,          1

3,   1 2

x x

y f x x

x x

   


  
   

在闭区间[0 2]上无最大值和最小值。 

 

 

 

 

 

 

此例这表明闭区间上有间断点的函数不一定有最大值和最小值存在。） 

作业：（课本） 习题 2-8 （1, 2, 3）   

参考资料（含参考书、文献等）： 

           《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 
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授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第二章  极限与连续 

    习题课 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解函数的概念，掌握函数的表示方法，并会建立简单应用问题中的函数关系式。理解

函数的奇偶性、单调性、周期性和有界性定义。理解复合函数、分段函数、反函数及隐

函数的概念。掌握基本初等函数的性质及图形。  

2. 理解数列极限与函数极限、函数的左极限右极限的概念，以及函数极限存在与左、右极

限之间的关系。掌握极限的性质及其四则运算法则。理解极限存在的两个准则，并会利

用它们求极限。掌握利用两个重要极限求极限的方法。理解无穷小量、无穷大量的概念，

掌握无穷小量的比较方法，会用等价无穷小量求极限。 

3. 理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判断函数间断点的类型。了解连续函

数 

性质和初等函数的连续性，了解闭区间上连续函数的性质（有界性、最大值与最小值定理、

零点定理及介值定理），并会应用这些性质。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：函数极限的定义，各种求极限的方法，函数连续性与间断点的判定 

难点：函数极限的定义 

主要内容 

一、基本内容小结 

1、函数（函数的概念、表示法、函数的特性，复合函数、分段函数、反函数、隐函数、）

基本初等函数、初等函数） 

2、极限（数列的极限、函数的极限、无穷小量与无穷大量、极限的运算法则、极限存在

准则、两个重要极限、无穷小的比较） 

3、函数的连续性与间断点（函数连续性的概念、函数间断点的判定、连续函数性质和初

等函数的连续性以及闭区间上连续函数的性质） 

4、求极限的方法 

（1）有理（四则）运算法；（2）重要极限公式法；（3）无穷小量替换法；（4）利用

无穷小量的性质及无穷小量与无穷大量的关系求极限法；（5）夹逼准则法；（6）单调有界

准则法；（7）极限定义法；（8）变量替换法。 
 

 二、典型例题讲解 

  1、极限部分的重要题型：  
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●极限概念、性质及存在准则；（总习题二  1， 7，6） 

●求极限； （总习题二   2） 

●已知极限确定参数； （总习题二  3） 

●无穷小阶的比较；（总习题二  4， 5） 

    ●极限的有关证明题。（总习题二  6） 

2、函数连续性部分的重要题型： 

●连续性与间断点类型；（总习题二 8， 9 ，10） 

●介值定理、最值定理与零点定理证明题。（总习题二  11， 12） 

讨论、思考：极限的基本思想是什么？如何用极限去分析问题和解决问题？ 

作业：  掌握本次课所讲题目与方法、总习题二，完成“回顾与预习”. 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 80 分钟，授新课 0 分钟，安排讨论 9 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 √练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 1 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周  周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第三章   导数、微分、边际与弹性 

  第一节  导数的概念 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 .  理解导数的概念及几何意义，理解单侧导数的概念，掌握导数与单侧导数的关系，会用    

    定义求简单函数的导数，会用导数定义讨论分段函数在分段点的可导性。理解函数的可   

    导性及连续性之间的关系。了解导数作为函数变化率的实际意义。会用导数表达一些简 

    单的实际量； 

2. 了解导数作为函数变化率的实际意义，培养学生应用导数分析经济学中的边际与弹性能； 

3.  训练学生“应用导数表达一些简单的实际量”，掌握用导数解决实际问题的的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 导数的概念、可导性及连续性之间的关系，导数的几何意义。  

难点：导数概念的理解和应用。 

主要内容 

                            第一节  导数的概念 

一、导数的概念 

    1. 函数在一点的导数定义 

    定义1 设函数 )(xfy  在点 0x 的某一邻域内有定义，当自变量 x 在点 0x 处取得增量

x （ 0x ，且 xx 0 仍在该邻域内）时，相应的有 )()( 00 xfxxfy  ，              

如果极限
0

lim
x

y

x 




存在，则称函数 )(xfy  在点 0x 处可导，并称此极限值为函数 )(xfy 

在点 0x 处的导数，记作 )( 0xf  ，或
0x x

y


 ， 

0

d

d x x

y

x 

，
0

d ( )

d x x

f x

x 

，即   

                  0
0

( ) lim
x

y
f x

x 


 



0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

h 

  
    （记 x h  ）  

                       0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 
     （记 0x x h  ） 

                   
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x





。 

    注：（1）
y

x




表示因变量 y 在以 0x 和 0x x  为端点的区间上的平均变化率；而导数
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0
0

( ) lim
x

y
f x

x 


 


则是因变量在点 0x 处的变化率。 

    （2）如果极限
0

lim
x

y

x 




为无穷大，这时 0( )f x 不存在，为了方便简记为 0( )f x  ．。 

（ 3）几何上 0( )f x 表示曲线 )(xfy  在点 0 0( , ( ))M x f x 处的切线斜率，即

0( ) tank f x   ，其中是切线的倾角。特别地，当 0( )f x  时，
2


  ，曲线 )(xfy 

在点 0 0( , ( ))M x f x 处具有垂直于 x轴的切线 0x x 。 

     2. 导函数的定义  

定义2  若对于开区间 I 内的每一个 x ，函数 ( )y f x 都可导，则称函数 )(xfy  在

开区间 I 内可导．这时，对于任一 x I ，都对应着 ( )f x 的一个确定的导数值．这样便得到

了一个新的函数，此函数叫做原来函数 ( )y f x 的导函数（简称为导数），记作 )(xf  ，或

y，
x

y

d

d
或

x

xf

d

)(d
，即 

   
x

xfxxf
xf

x 






)()(
lim)(

0
，      

或 

    
h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

0





。 

举例 3-3,3-4 

（注： 利用导数定义得到常函数、幂函数、指数函数、对数函数、正弦函数、余弦函

数的导数公式。） 

3、单侧导数（左导数和右导数） 

定义3 左导数 0( )f x
 

x

xfxxf

x

y

xx 







 

)()(
limlim 00

00
 

      0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 


0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x





， 

       右导数 0( )f x
 

x

xfxxf

x

y

xx 







 

)()(
limlim 00

00
                    

                       0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h

 


0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x 





。． 

函数 )(xfy  在 0x 点可导的充分必要条件是函数在 0x 点的左导数和右导数均存在并
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且相等。 

举例 3-6 

二、可导与连续的关系 

     定理 1  如果函数 )(xfy  在点 0x 处可导，则函数 )(xfy  在点 0x 处连续． 

举例 3-9，3-10，3-11 

讨论、思考： 

1. 函数 ( )f x 在某点 0x 处的导数 0( )f x 与导函数 ( )f x 有什么区别和联系？    

（答  函数 ( )f x 在某点 0x 处的导数 0( )f x 与导函数 ( )f x 区别是 ( )f x 是函数， 0( )f x  

数值； 0( )f x 与 ( )f x 的联系：
0

0( ) ( )
x x

f x f x


  ；注意： 0 0( ) [ ( )]f x f x  。） 

2. 如何判定一个函数在某一点是否可导？ 

（答  要判定一个函数在某一点是否可导，可先检查函数在该点是否连续，如果不连续，

就一定不可导；如果连续，再用下面的两种方法去判定：（1）直接用定义；（2）求左、右

导数，看其是否存在而且相等。当然，也可以不先检查连续性而直接用两种方法去判定，但

对于不连续函数，先检查连续性往往较为方便。） 

    3. 设函数 ( )f x 在点 2x  处连续，且
2

( )
lim 3

2x

f x

x



，求 (2)f   。 

   （解  
2

lim ( ) (2)
x

f x f


 ，又
2 2

( )
lim ( ) lim 2 0

2x x

f x
f x x

x 
   


（ ） ， (2)=0f ， 

         故
2 2

( ) (2) ( )
(2)=lim lim 3

2 2x x

f x f f x
f

x x 


  

 
） 

    4. 若 ( , )x     时，恒有 2( )f x x ，请问 ( )f x 在点 0x  处是否可导？  

   （答  ( )f x 在点 0x  处可导，且 (0) 0f   。由题设 (0) 0f  ，又
( ) (0)

0
0

f x f
x

x


 


，

由夹逼准则有
0

( ) (0)
lim 0

0x

f x f

x





，故

0

( ) (0)
(0) lim 0

0x

f x f
f

x


  


，即 ( )f x 在 0x  处可导，

且 (0) 0f   。） 

作业： （课本）习题 3－1（7， 8， 9， 12， 13） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 
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授课类型： √理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式： √讲授  讨论  指导  其他 

教学资源： √多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 2 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周  周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第三章 导数与微分 

             第二节  求导法则与基本初等函数求导公式（第一讲） 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 .  掌握导数的四则运算法则，掌握反函数的求导法则，掌握基本初等函数中三角函数及反 

三角函数的求导公式。 

2. 了解导数作为函数变化率的实际意义，培养学生应用导数表达一些简单的实际量的能力。 

3. 训练学生“应用导数表达一些简单的实际量”，掌握用导数解决实际问题的的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：导数的四则运算法则，反函数的求导法则， 基本初等函数的求导公式。  

难点：反函数的求导法则的理解。 

主要内容 

复习：导数的定义 

新授： 

              第二节  求导法则与基本初等函数求导公式（第一讲） 

一、导数的四则运算法则 

定理  设函数 ( )u u x 和 ( )v v x 都在点 x 可导，则它们的和、差、积、商（商的分

母不为零）也都在点 x可导，且有 

    （1） )()(])()([ xvxuxvxu  ； 

    （2） )()()()(])()([ xvxuxvxuxvxu  ； 

    （3） 
)(

)()()()(
]

)(

)(
[

2 xv

xvxuxvxu

xv

xu 
 ( ( ) 0)v x  ． 

    注：推论  )(])([ xuCxCu  （C 为常数）；
2

1 ( )

( ) ( )

v x

v x v x

  
  

 
； 

    推广  函数的和、差、积的求导法则可推广到有限个可导函数的情形． 

例如，若函数 )()()([ xwxvxu 、、 均可导，则 

          )()()(])()()([ xwxvxuxwxvxu  ． 



《微积分（第 3 版）》（主编  吴传生） 

 43 

         )()()()()()()()()(])()()([ xwxvxuxwxvxuxwxvxuxwxvxu   

举例 1-7 

    注：利用导数的四则运算法则得到了三角函数（正切函数、余切函数、正割函数、余割

函数）的求导公式。      

                    

 二、反函数的求导法则 

    定理2  若函数 )( yx  在区间
yI 内单调、可导且 0)(  y ，则它的反函数 )(xfy 

在对应区间  ( ),x yI x x y y I   内也可导，且有 

)(

1
)(

y
xf


    或  

y

xx

y

d

d

1

d

d
  

    证： 由于 )( yx  在
yI 内单调、可导（从而连续），由第一章第九节定理 2 知道，

)( yx  的反函数 )(xfy  存在，且 ( )f x 在 xI 内也单调、连续。 

    任取 xx I ，给 x以增量 ( 0, )xx x x x I      ，由 )(xfy  的单调性可知 

                           ( ) ( ) 0y f x x f x       

于是有 

                                    
1y

xx

y







 

因 )(xfy  连续，故
0

lim 0
x

y
 

  ，又 0)(  y 从而 

                             
0 0

1 1
( ) lim lim

( )x y

y
f x

xx y

y

   


   

 



。 

注：利用定理 2 证明反三角函数的求导公式（共 4 个）。 

举例 1（补充）设
arcsin

arccos

x
y

x
 ，求 y。 

解  
   

 
2

arcsin arccos arcsin arccosarcsin

arccos arccos

x x x xx
y

x x

   
   

 
 

                  
   

2 22 2

arccos arcsin

arccos 1 2 arccos 1

x x

x x x x


 

 
。 

讨论、思考： 
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1. 设函数 ( ) ( ) ( )f x x a x  ，其中 ( )x 在点 x a 处连续，求 ( )f a 时，下列作法是

否正确？    

             因 ( ) ( ) ( ) ( )f x x x a x     ，故 ( ) ( )f a a   

（答  不正确，因为 ( )x 未必可导，乘积的求导法则不能直接使用。正确作法： 

              
( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim lim lim ( ) ( )
x a x a x a

f x f a x a x
f a x a

x a x a


 

  

 
    

 
） 

     2. 设 ( ) ( 1)( 2) ( 99)f x x x x x    ，求 (0)f  。 

   （解   方法一（导数定义）    

0 0

( ) (0) ( 1)( 2) ( 99)
(0) lim lim

0x x

f x f x x x x
f

x x 

   
  


 

                             
0

lim( 1)( 2) ( 99) 99!
x

x x x


      。 

     方法二（乘积的求导法则） 

       ( ) ( ) ( 1)( 2) ( 99) ( 1)( 2) ( 99)f x x x x x x x x x            

              (0) (0 1)(0 2) (0 99) 99!f        。） 

      3. 设 3 xy x e   ，它的反函数的导数
d

d

x

y
             。 

     （解  应填
1

3 xe
。  

d d 1
3 0,  

d d 3

x

x

y x
e

x y e




    


） 

作业： （课本）习题 3-2（2, 3, 4） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 3 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周  周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第三章 导数与微分 

     第二节  求导法则与基本初等函数求导公式（（第二讲） 

                              第三节  高阶导数 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 .  掌握复合函数的求导法则，掌握基本初等函数的求导公式。 

2. 了解高阶导数的概念和求导法则，掌握常见函数（
1

, , , log ,ln(1 ),sin ,x

ax a x x x
ax b

 


 

cos x）的高阶导数公式，会求一些简单函数的高阶导数。 

3. 了解导数作为函数变化率的实际意义，培养学生应用导数表达一些简单的实际量的能力。 

4.  训练学生应用高阶导数表达一些简单的实际量，比如
2

2

d

d

s
a

t
 等。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：复合函数的求导法则， 基本初等函数的求导公式。  

难点：复合函数的求导法则，高阶导数的求法。 

主要内容 

复习：导数的定义 

新授： 

    第二节  求导法则与基本初等函数求导公式（（第二讲） 

 

 三、复合函数的求导法则 

    定理1  设函数 )(xu  在点 x 处可导，且 )(ufy  在对应点 )(xu  处也可导，则

复合函数 )]([ xfy  在点 x 处可导，且有 

       
x

u

u

y
xuf

x

y

d

d

d

d
)()(

d

d
   

注：（1）复合函数的求导法则可以推广到多个中间变量的情形．例如，对三个可导

函数 )()()( xvvuufy   、、 复合而成的函数 )]}([{ xfy  有 

    )()()(
d

d

d

d

d

d

d

d
xvuf

x

v

v

u

u

y

x

y
   

（2）正确使用复合函数的求导法则的关键：弄清复合函数的结构，由外向里逐层求导
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（简称层层剥皮求导法）． 

举例 1-9 

    四、基本求导公式（常用16个）和求导法则（已学习三类） 

  举例 3-16，3-17 

                       第三节  高阶导数 

一、高阶导数的定义 

     )
d

d
(

d

d

d

d
2

2

x

y

xx

y
 ，

3 2

3 2

d d d

d d d

y y

x x x

 
  

 
， ，

1

1

d d d

d d d

n n

n n

y y

x x x





 
  

 
。 

举例 1-5 

二、高阶导数的求导法则 

     设 ( )u u x 及 ( )v v x 都在点 x 处具有 n阶导数，则在点 x 处有 

①  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
n n nau x bv x au x bv x   （ ,a b为常数）； 

②  
( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( )
n

n k n k k

n

k

u x v x C u x v x



 （
(0) (0)( ) ( ) ,  ( ) ( )u x u x v x v x  ）。 

举例 6 

三、一些简单函数的高阶导数公式 

 
( ) 0,                                          1,2, , 1

( 1) ( 1) ,   

n
m

m n

m n
x

m m m n x m

 
 

  

；

是其他实数。
 

 
( )

(ln )
n

x x na a a ，                 
( ) 1 ( 1)!

log ( 1)
ln

n n

a n

n
x

x a

 
  ， 

)
2

sin()(sin )( 
 nxx n

，         )
2

cos()(cos )( 
 nxx n

， 

( )

1

1 !
( 1)

( )

n n
n

n

n a

ax b ax b 

 
  

  
，     

( )[ln(1 )] nx 1 ( 1)!
( 1)

(1 )

n

n

n

x

 
 


。 

讨论、思考： 

1. 

3 1

4 41 1 3 1

4x xx x


                       

对吗？    

    （解   不对，因为复合函数求导漏层了，正确作法： 
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3 1 9

4 4 4

2

1 1 3 1 3 1

4

1

4x x xx xx

 
                              

 
 
 

 

。） 

2. 设 ( ) arcsinf x x ，
2( )x x  ，求  ( )f x ，  ( )f x ， ( ( ))f x 。 

    （解  
2

1
( )

1
f x

x
 


， ( ) 2x x  ，故； 

       ( ) arcsin(2 )f x x   ；  
2 4

1 1
( )

1 ( ) 1
f x

x x



  

 
； 

         
4 4

1 2
( ( )) ( ( )) ( ) 2

1 1

x
f x f x x x

x x
        

 
。 

     3. 设 (arctan )y f x ，又
2 1

( )
2 1

x
f x

x


 


，求

0

d

d x

y

x 

。 

     （解  
2

d 1
(arctan )

d 1

y
f x

x x
 


，

2

0

d 1
(arctan 0) (0) 1

d 1 0x

y
f f

x 

     


） 

4.  设 ( ) lim

x

x

x t
f t t

x t

 
  

 
，则

( ) ( )nf t        。 

（解  由于
2

1
x t t

x t x t

 
 

 
，且

2
lim 2
x

t
x t

x t


  


，因此

2( ) lim

x

t

x

x t
f t t te

x t





 
  

 
， 

     从而
( ) 2 ( ) 2 1 2 1 2( ) ( ) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2 )n t n n t n t n tf t te t e n e e n t             。） 

作业：（课本）习题 3-2（7）、习题 3-3(1，2) 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 4 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周  周   第 节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：    第三章   导数、微分、边际与弹性 

                 第四节 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数   

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 掌握隐函数及由参数方程所确定的函数的导数求法，会求隐函数及由参数方程所确定的    

   函数的一阶、二阶导数，掌握对数求导法。 

2. 培养学生利用“相关变化率”思想解决实际应用中的变化率问题。 

3. 训练学生掌握“用变化率的概念”分析问题和解决问题的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：函数极限的概念，左、右极限的概念。 

难点：极限的局部保号性。  

主要内容 

复习：复合函数的求导法则、反函数的求导法则 

新授： 

第四节 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 

一、隐函数的导数  

    1. 隐函数定义  

 一般地，如果变量 y 和 x 满足方程 0)( yxF ， ，在一定条件下，当 x 在某区间内

取任意一值时，总有满足方程的唯一的 y 与之对应，那么就说方程 0)( yxF ， 在该区间

内确定了一个隐函数 ( )y y x 。 

注： 函数 ( )y f x 通常叫做显函数。隐函数并非都能显化。 

2. 隐函数的求导法则  

设方程 0)( yxF ， 确定了 y 是 x 的函数 ( )y y x ，则方程的两端同时对 x 求导，

视 y 为中间变量 ( )y y x ，于是可得
d

d

y

x
。 

举例 4-1, 4-2, 4-3 

    二、对数求导法 

    所谓对数求导法，是先将函数 )(xfy  两边取自然对数，然后再求 y 对 x 导数的方法。 

    注：（1）当函数 y 由多个“因子”的积、商、乘方或根式组成时，常采用“对数求导

法”对其求导； 
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    （2）当函数为幂指函数 ( )( )v xy u x ，常采用“对数求导法”对其求导。 

举例 4-4 

 三、参数方程确定函数的导数 

    设函数 ( )y f x 由方程组








)(

)(

ty

tx




所给出， ( )t ， ( )t 在区间

tI 可导，且函数

)(tx  的反函数 )(xt  存在， ( ) 0t  ，则 ( )y f x 也可导，且有 

                       d ( )

d ( )

y t

x t









，  即   

d
d d

dd

d

y
y t

xx

t

  

    如果 )(tx  、 ( )y t 二阶可导，那么函数 ( )y f x 的二阶导数公式为 

           
2

2

d d d d ( ) d
( ) ( )

d ( ) dd d d

y y t x

t t tx x x






 

 2

( ) ( ) ( ) ( ) 1

( ) ( )

t t t t

t t

   

 

   
 

 
， 

即                       
2

2

d

d

y

x
3

( ) ( ) ( ) ( )

( )

t t t t

t

   



   



 ．            

     

    四、相关变化率 

设 ( )x x t 和 ( )y y t 都是可导函数，而变量 x 和 y 之间存在某种关系，从而变化率

d

d

x

t
与

d

d

y

t
之间也存在一定关系，称这两个相互依赖的变化率为相关变化率．相关变化率问

题就是研究两个变化率之间的关系，以便从一个已知变化率求出另一个变化率． 

    举例 4-6 

讨论、思考： 

1. 对数螺线 e  在点 2( , )
2

e
 

处的切线方程为      。 

（解  应填 2x y e


  。 

由于曲线 e  的参数方程为
cos

sin

x e

y e









 



，则

2 2

d sin cos
1

d cos sin

y e e

x e e 

 

 
 

 

  


  


，

因此所求的切线方程为 2 ( 0)y e x


    ，即 2x y e


  。） 
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2. 已知函数 ( )y y x 是由方程 26 1 0ye xy x    所确定，则 (0)y        。 

（解  应填 (0) 2y   。  

由于
26 1 0ye xy x    知，当 0x  时， 0y  。等式

26 1 0ye xy x    两边对x

求 导 ， 得 6 6 2 0ye y y xy x      ， 将 0, 0x y  代 入 ， 得 (0) 0y  。 等 式

6 6 2 0ye y y xy x      两边对 x 求导，得
2 6 6 6 2 0y ye y e y y y xy          ，将

0, 0, (0) 0x y y   代入，得 (0) 2y   。） 

作业： （课本）习题 4-4(1, 3, 4, 5） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 5 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)： 第三章   导数、微分，边际与弹性 

                            第五节 函数的微分 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解微分的概念、掌握微分的运算法则以及常用初等函数的微分公式，理解微分的几何

意义、掌握微分形式的不变性。掌握函数可微与可导的关系、函数可微与连续的关系。

了解微分在近似计算中的应用。 

2. 培养学生能够运用微分思想分析实际问题。 

3. 训练学生掌握“用微分概念”分析问题和解决问题的数学方法。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：微分的概念、微分的运算法则以及常用初等函数的微分公式、微分的求法、微分的几 

何意义。 

难点：微分形式的不变性的理解。 

主要内容 

复习:  函数导数的定义及导数的求法 

新授: 

第五节 函数的微分 

 一、微分的定义 

   定义  如果函数 )(xfy  在点 0x 及其邻域内有定义，且 

                   0 0( ) ( ) ( )y f x x f x A x o x        ， 

其中 A 是不依赖于 x 的常数， )( x 是比 x 高阶的无穷小，则称函数 )(xfy  在点 0x 处

可微，并称 xA 为函数 )(xfy  在点 0x 处的微分，记为dy 或d ( )f x ，即dy A x ． 

     二、可微与可导的关系 

 函数 )(xfy  在点 0x 可微的充分必要条件是函数 )(xfy  在点 0x 处可导，且当

)(xfy  在点 0x 处可微时，其微分一定是 xxfy  )(d 0 ． 

 注：（1）函数 )(xfy  在任意点 x 的微分，称为函数的微分，记为dy 或d ( )f x ，即 
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                          xxfy  )(d  ． 

因自变量的微分等于自变量的增量．因此函数 )(xfy  的微分又可写成 

                 d ( )dy f x x ． 

（2）函数的微分d ( )dy f x x 是函数增量 ( ) ( )y f x x o x     的线性主部，它

有两条性质：1）d y是 x 的线性函数；2) y 与d y之差是 x 的高阶无穷小（当 0x  ）。 

    举例 1-2 

    三、微分的几何意义 

    函数 )(xfy  在 0x 处关于 x 的微分dy 表示曲线在点 0 0( , ( ))M x f x 处的切线当 x 有

微小增量 x 时，切线上纵坐标的增量（改变量）． 

四、微分的预算法则     

 由于函数 )(xf 在任一点 x 的微分 xxfy d)(d  ，由基本初等函数求导公式和导数的运算

法则，立即可得基本初等函数的微分公式和微分的运算法则。 

（一）基本初等函数的微分公式 

1.     0d C  ；       C 为任意常数 

2.     xxx dd 1   ； 

3.    )10(dlnd  aaxaaa xx ，　　 ；   xee xx dd  ； 

4.    )10(d
ln

1
logd  aax

ax
xa ，　　 ；   x

x
x d

1
lnd  ； 

5.  xxx dcossind  ；    xxx dsincosd  ； 

xxx dsectand 2 ；   xxx dcsccotd 2 ； 

xxxx dtansecsecd  ；    xxxx dcotcsccscd  ； 

6.      x
x

x d
1

1
arcsind

2
 ；   x

x
x d

1

1
arccosd

2
 ； 

x
x

x d
1

1
arctand

2
 ；   x

x
x d

1

1
arccotd

2
 ； 

7.  xxx dch)d(sh  ； xxx dsh)d(ch  ； x
x

x d
ch

1
)d(th

2
 ； 

  x
x

x d
1

1
)d(arsh

2 
 ； x

x
x d

1

1
)d(arch

2 
 ； x

x
x d

1

1
)d(arth

2
 ； 

（二）微分的四则运算法则 
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（1） )(d)](d[ xfCxCf        （C 为常数）； 

（2） )(d)(d)]()(d[ xvxuxvxu  ； 

（3） )(d)()(d)()]()(d[ xvxuxuxvxvxu  ； 

（4） 
)(

)(d)()(d)(
]

)(

)(
d[

2 xv

xvxuxuxv

xv

xu 
    )0)(( xv ． 

（三）复合函数的微分法则 

设 ( )f u 可导，则有一阶微分形式的不变性 

                              d ( ) ( )df u f u u 。 

举例 5-4 

    五、微分在近似计算中的应用 

    设函数 )(xfy  在点 0x 处可导，且 0( ) 0f x  ，故当 x 很小时，则有 dyy  ， 

即                 xxfxfxxf  )()()( 000   

或                 0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x     ． 

     若令 xxx  0  ，则 0xxx  ，当
0x x 很小时，近似公式变为 

              0 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x    

    特别地，取 00 x ，当 x 很小时，近似公式变为 ( ) (0) (0)f x f f x  ． 

 举例 8-9 

讨论、思考： 

    1. 微分与导数有何区别？ 

（答  微分与导数的区别可以下面几个方面考虑： 

（1）微分与导数是两个不同的概念。微分是函数在一点处由于自变量增量所引起的函数

变化量的主要部分(近似值)；而导数则是函数在一点处的变化率； 

（2）微分与导数的几何意义不同，导数 0( )f x 几何上表示曲线 )(xfy  在点

0 0( , ( ))M x f x 处的切线斜率；函数 )(xfy  在 0x 处关于 x 的微分 dy 表示曲线在点

0 0( , ( ))M x f x 处的切线当 x 有微小增量 x 时，切线上纵坐标的增量（改变量）。 

（3）对于一个给定的函数，它的微分跟 x 与 x 都有关系，且 x 也不一定很小，而导
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数只与 x有关； 

（4）因为微分具有形式不变性，所以提到微分可以不说明是关于哪个变量的微分，但提

到导数必须说清是对哪个变量的导数。） 

    2. 函数 )(xfy  的微分dy 是否一定为正？ 当d 0x  时，dy 是否一定为正？ 

（答  函数 )(xfy  的微分dy 不一定为正，即使d 0x  ，dy 也一定为正。 

例如，函数
3( )y f x x   ，取 0 1,  d 0.1 0x x x    ，但

0 1
0.1

d 0.3 0x x
x

y

 


   。） 

3  .指出下图中在点 x处表示 y ，dy ， dy y  的线段，并说明其正负。 

 

 

（解   在点 x 处表示 y ， dy ， dy y  的线段如图所示，且 0y  ， d 0y  ，

d 0y y   。 

 

          

 

  作业：（课本） 习题 3-5（3，6，7） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

x  x x  

y

 

O  

y  
dy

 

x  

y dy   

( )y f x  

( )y f x  

y  

O  x  x x  
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教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 6 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：      第三章 导数、微分、边际与弹性 

  第六节 边际与弹性 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1.  理解边际函数与弹性函数的概念； 

2.  掌握常见的边际函数（边际成本，边际收益和边际利润）和常见的弹性函数（需求价

格弹性和供给弹性）； 

2. 训练学生会用边际与弹性分析和解决见到的经济学问题。. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：边际与弹性的定义，常见的边际与弹性函数； 

难点：弹性的定义 

主要内容 

第六节 边际与弹性 

一、边际的概念 

定义 1  如果函数 )(xfy  在 0x 处可导，则在 ),( 00 xxx  内的平均变化率为
x

y




；

在 0xx  处的瞬时变化率为 

)(
)()(

lim 0
00

0
xf

x

xfxxf

x







 ， 

经济学中称它为 )(xf 在 0xx  处的边际函数值. 

设在点 0xx  处， x从 0x 改变一个单位时 y 的增量 y 的准确值为
0

1

xx

x
y




 ，当 x 改变

量很小时，则由微分的应用知道， y 的近似值为 

)()(d 011

00
xfxxfyy

xx

x

xx

x








  

注意 当 1x 时，标志着 x 从 0x 减小一个单位. 

这表明 )(xf 在点 0xx  处，当 x 产生一个单位的改变时， y 近似改变 )( 0xf  个单

位．在应用问题中解释边际函数值的具体意义时往往略去“近似”二字． 

定义 2  设函数 )(xfy  在 x 处可导，则称导数 )(xf  为 )(xf 的边际函数． )(xf  在

0x 处的值 )( 0xf  为边际函数值．即当 0xx  时，x 改变一个单位， y 改变 )( 0xf  个单位．  

例 1 设函数
22xy  ，试求 y 在 5x 时的边际函数值． 

解 因为 xy 4 ，所以 20| 5
xy ． 
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该值表明：当 5x 时，x 改变 1 个单位（增加或减少 1 个单位），y 改变 20 个单位

（增加或减少 20 个单位）． 

二、 经济学中常见的边际函数 

1. 边际成本 

边际成本 总成本 )(QC 的导数 )(QC 成称为边际成本.即 

Q

QCQQC
QC

Q 






)()(
lim)(

0
 

边际平均成本  平均成本 )(QC 的导数 )(QC 称为边际平均成本，即 

 

Q

QCQQC
QC

Q 






)()(
lim)(

0
； 

总成本 )(QC 等于固定成本 0C 与可变成本 )(1 QC 之和，即 )()( 10 QCCQC   

而边际成本则为： 

)(])([)( 110 QCQCCQC 
 

 

 

这样可以看出，边际成本与固定成本无关 

例 2 设某产品生产Q 单位的总成本为
1200

1100)(
2Q

QC  ，求： 

(1) 生产 900 个单位的总成本和平均成本； 

(2) 生产 900 个单位到 1000 个单位时的总成本的平均变化率； 

(3) 生产 900 个单位的边际成本，并解释其经济意义. 

解 (1)生产 900 个单位时的总成本为 

1775
1200

900
1100)(

2

900


Q
QC

 

平均成本为 

99.1
900

1775
)(

900


Q
QC

 

（2） 生产 900 个单位到 1000 个单位时总成本的平均变化率为 

58.1
100

17751993

9001000

)900()1000()(












 CC

Q

QC

 

边际成本函数 
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6001200

2
)(

QQ
QC 

 

当 900Q 时， 5.1)900( C  

2、边际收益  总成本 )(QR 的导数 )(QR 成称为边际收益.即 

Q

QRQQR
QR

Q 






)()(
lim)(

0
 

称 P 为价格， )(QPP  ，因此， 

)()()(),()( QPQPQQRQQPPQQR 
 

例 3  设某产品的需求函数为
5

20
Q

P  ，其中P 为价格，Q 为销售量，求销售量为

15 个单位时的总收益，平均收益与边际收益．并求销售量从 15 个单位增加到 20 个单位时 

收益的平均变化率．（解见课本） 

边际利润  总利润 )(QL 的导数 )(QL 成称为边际利润.即 

Q

QLQQL
QL

Q 






)()(
lim)(

0
 

边际利润表示：若已经生产了 Q 单位产品，再生产一个单位产品所增加的总利润． 

  

总利润： )()()( QCQRQL   

总利润边际： )()()( QCQRQL   

当 )()( QCQR  时， 0)(  QL ， 

经济意义：如产量已达到Q，再多生产一个单位产品，所增加的收益大于所增加的成

本，因而总利润有所增加； 

当 )()( QCQR  时， 0)(  QL  

经济意义：再增加产量，所增加的收益要小于所增加的生产成本，从而总利润将减少． 

例 4 某工厂对其产品的销售情况进行大量统计后分析后，得出总利润 )(QL  (元)与每

月产量 Q (吨)的关系为
25250)( QQQLL  ，试确定每月生产 20 吨，25 吨，35 吨的

边际利润，并做出经济解释． 

解 利润边际为 QQL 10250)(  ，则 

50)20()(
20




LQL
Q  

0)25()(
25




LQL
Q  

100)35()(
35




LQL
Q  
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上述结果表明当生产量为每月 20吨时，再增加一吨，利润将增加 50 元，当产量为每

月 25 吨时，再增加一吨，利润不变；当产量为 35吨时，再增加一吨，利润将减少 100．此

处说明，对厂家来说，并非生产的产品越多，利润越高. 

三、弹性的概念 

1.定义  设函数 )(xfy  在点 0x 处可导，且 00 x ，称函数的相对改变量

)(

)()(

0

00

0 xf

xfxxf

y

y 



与自变量的相对改变量

0x

x
之比

0

0

xx

yy




为函数从 0x 到

xx 0 两点间的平均相对变化率，或称为 0x 与 xx 0 两点间的弹性或弧弹性． 

当 0 x 时，称
0

0

xx

yy




的极限为函数 )(xfy  在 0xx  处的相对变化率，也就是

相对导数，或称为函数 )(xfy  在 0xx  处的点弹性． 

 记作   

0xx
xE

yE



  或  )( 0xf
xE

E
 

)(
)(

limlim

0

0
0

0

0

0
0

0

0

0

xf

x
xf

x

y

x

y

xx

yy

xE

yE

xx
xx

















即

 

当 0x 为定值时，

0xx
xE

yE



为定值，且当 x 很小时 

0

0

0

xx

yy

xE

yE

xx







（=孤弹性） 

弹性函数的定义：对一般的 x ，若 )(xfy  可导且 0)( xf ，则有 

y

x
y

y

x

x

y

xx

yy

xE

yE

xx












 00
limlim

 

是 x的函数，称为 )(xf 的弹性函数（简称弹性），记为 )(xf
xE

E
或 xE . 

函数的弹性（点弹性或弧弹性）与量纲无关，函数 )(xf 在点 x 处的弹性 )(xf
xE

E
反

映了 x的变化幅度
x

x
对

)(xf
变化幅度

y

y
的大小影响，也就是 )(xf 对 x 变化反应的强

烈程度或灵敏度． 

由弹性的定义可知： 
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Ey x y
y

yEx y

x

  
     

 

边际函数

平均函数

. 

这样，弹性在经济学上又可理解为边际函数与平均函数之比． 

例 6 求函数 为常数） (xy  的弹性函数. 

解 直接计算得到所求的弹性函数为   

  1Ex y x x
y x x

Ey x x x

 

 
    

 

由此例知，幂函数的弹性函数为常数，因此称为不变弹性函数. 

四、经济学中常见的弹性函数 

1. 需求的价格弹性 

   基本概念 当弹性定义中的 y 被定义为需求量时就是需求弹性．所谓需求的价格弹

性是指当价格变化一定的百分比以后引起的需求量的反应程度．设需求函数 )(PQQd 

可导，则需求的价格弹性可用公式表示为 

0
lim

d
P

E P d P
E

EP P dP 


    



Q Q Q

Q Q  

而
PP

QQ

/

/




称为该商品在P 与 PP  两点间的需求价格弹性或弧弹性. 

一般来说，需求函数是价格的单调减函数，故需求函数的弧弹性为负值，从而当

0x 时，其极限值 dE 总是小于或等于零，并且实际中一般取负值．有时为讨论方便，

将其取绝对值，也称之为需求的价格弹性，并记为 ，即 

( ) d

P d
P E

dP
     

Q

Q  

 

若 1||  dE ，此时商品需求量变动的百分比与价格变动的百分比相等，称为单位

弹性或单一弹性． 

若 1||  dE （即,此时商品需求量变动的百分比低于价格变动的百分比，价格的变

动对需求量的影响不大，称为缺乏弹性或低弹性． 

若 1||  dE ，此时商品需求量的变动的百分比高于价格变动的百分比，价格的变

动对需求量的影响较大，称之为富于弹性或高弹性． 

例 7 设某产品的需求函数为 500,2100  PPQ ，其中P 为价格，Q 为需求

量，求 
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（1）当 10P ，且价格上涨 1%时，需求量Q 是增加还是减少，变化百分之几？ 

（2）讨论商品价格变化时，需求量变化的情况．（课本 142） 

需求弹性和总收益的关系 

在市场经济中，商品经营者关心的是提价 0P 或降价 0P 对总收益的影响．利

用需求弹性的概念，可以分析价格变动是如何影响销售收益的． 

总收益 R 是商品价格 P 与销售量Q 的乘积 ，即 

( )R P Pf P  Q
 

边际总收益 

( ) ( ) ( )[1 ( ) ]
( )

P
R Pf P f P f P f P

f P
      

 

                  
( )[1 ]df P E  ( )(1 )f P  

 

（I）若 1 ，表示需求变动的幅度小于价格变动的幅度．此时 0R ,即边际收益

大于 0，价格上涨，总收益增加；价格下跌，总收益减少．商品的价格和厂商的销售收入

呈同方向变动． 

（II）若 1 ，表示需求变动的幅度大小于价格变动的幅度．此时 0R ,即价格上

涨，总收益减少；价格下跌，总收益增加．商品的价格和厂商的销售收入呈反方向变动。 

（III）若 1 ，表示需求变动的幅度等于价格变动的幅度．降低价格或提高价格对

厂商销售收益都没有影响． 

综上所述，总收益的变化受需求弹性的制约，随商品需求弹性的变化而变化． 

 

2. 供给弹性 通常指的是供给的价格弹性．设供给函数 )(PfQs  可导，则供给弹性 

s

d P
E

dP
 

Q

Q
 

式中 sE 为供给的价格弹性．

 

3. 收益弹性  

R

P

P

R

EP

ER


d

d
，

R

Q

Q

R

EP

ER


d

d

 

收益的价格弹性；式中： 
EP

ER
－－收益的销售弹性

EQ

ER  

 

讨论、思考： 

1. 假设某产品的需求函数 XP 100 ，其中 X为产量(假定等于需求量)，P 为价格，求

收益的价格弹性． 
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2. 某商品的需求量 Q 关于价格 P 的函数为
275 PQ   

(1)求 P=4 时的需求的价格弹性，并说明其经济意义。 

(2)P=4 时，若价格提高 1%，总收益是增加还是减少，变化百分之几？ 

3. 设某产品的需求函数为 )(PQQ  ，收益函数为 PQR  ，为单调减少函数.如果当价

格 0P 时 产量为 0Q ， 边际收益 0
d

d

0




a
Q

R

QQ

， 收益对价格 的边际效 应为

0
d

d

0




c
P

R

PP

，需求对价格的弹性 1 b ，求 0P 与 0Q . 

作业：  习题 3-6（1, 2, 8） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 80 分钟，授新课 0 分钟，安排讨论 9 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 √练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 7 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：      第三章 导数与微分，边际与弹性 

    习题课 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1.  理解导数与微分的概念，导数与微分的关系，以及导数的几何意义，会求平面曲线上某

点处的切线和法线方程。了解导数的物理意义，会用导数描述一些物理量。理解函数的

可导性与连续性之间的关系。 

2. 熟练掌握导数的四则运算法则、复合函数的求导法则以及基本初等函数的导数公式，会

计算分段函数的导数。了解为分的四则运算法则和一阶微分形式的不变形，会计算函数的

微分。会求隐函数和由参数方程所确定的函数的一阶、二阶导数，会计算反函数的导数。 

3. 了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数。 

4. 训练学生掌握 “用导数与微分概念”分析问题和解决问题的数学思想方法。. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：导数与微分的定义，初等函数导数的求法； 

难点：复合函数求导法，高阶导数的求法 

主要内容 

一、基本内容小结 

1、导数与微分的概念及其关系 

2、导数与微分的求法 

（1）正确使用导数及微分公式和法则 ； 

（2）熟练掌握求导方法和技巧； 

    1) 求分段函数的导数          注意讨论界点处左右导数是否存在和相等； 

    2) 隐函数求导法             对数求导法； 

    3) 参数方程求导法            极坐标方程求导； 

    4）复合函数求导法 (可利用微分形式不变性)； 

                           逐次求导归纳 

    5）高阶导数的求法      间接求导法（化代数和） 

                           利用莱布尼兹公式. 

3、导数与微分的应用 

  （1）利用导数定义解决的问题   

      1) 推出基本初等函数的导数公式及求导法则； 

      2) 求分段函数在分界点处的导数 ,及某些特殊函数在特殊点处的导数； 

      3) 由导数定义证明一些命题； 
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      4）用导数定义求极限； 

      5）求曲线 )(xfy  在点 0 0( , ( ))M x f x 处的切线斜率，即 0( )k f x 。 

  （2）利用微分进行近似计算与误差估计 

二、典型例题讲解 

  本章典型考题类型：  

●可导性问题；（总习题三  1，2） 

●利用导数定义讨论分段函数在分段点的导数；（总习题三  5，7，8） 

●运用求导公式与四则运算法则求显函数的导数（包括二阶导数）；（总习题三  9, 12） 

●求复合函数的导数；（总习题三  9） 

●求隐函数的导数；（总习题三  10，11） 

●求参数方程的导数；（总习题三  13） 

例如，设 ( ) 0f t  ，又
( )           

( ) ( )

x f t

y tf t f t




 
，则

2

2

d y

dx
        。 

解  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

dy y t f t tf t f t
t

dx x t f t

    
  

 
，

2

2

1

( )

d y d dy dx

dt dx dtdx f t

 
  

 
 

●利用对数求导法求导数；（总习题三  9） 

●求高阶导数；（总习题三  15） 

 

例如，自然数n至少为（  ）时，函数

1
sin , 0

( )

0 ,          0

nx x
f x x

x




 
 

在 0x  处二阶可导。 

（A）1            （B） 2           （C）3            （D） 4  

解  应选（D）。 

   当 0x  时，
1 21 1

( ) sin cos  n nf x nx x
x x

    ， 

1

0 0

( ) (0) 1
(0) lim lim sin 0 ( >1)n

x x

f x f
f x n

x x



 


    ，在 (0) 0f   的条件下， 

3

0 0

( ) (0) 1 1
(0) lim lim sin cos 0 ( >3)n

x x

f x f
f x nx n

x x x



 

   
     

 
 

所以自然数n至少为 4时，函数

1
sin , 0

( )

0 ,          0

nx x
f x x

x




 
 

在 0x  处二阶可导，故选（D）。 
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●利用导数定义求极限； （总习题三  1） 

●利用导数几何意义求切线及法线方程； （总习题三  14） 

●求显函数与隐函数的微分。 

●边际与弹性；（总习题三  17，18，19） 

 

讨论、思考： 

    1 . 设 ( 1) ( ), (0)f x af x f b   ，其中 ,a b为非零常数，问 ( )f x 在 1x  处（  ）。 

（A）不可导                          （B）可导且 (1)f a   

（C）可导且 (1)f b                   （D）可导且 (1)f ab   

（解  应选（D）。 

解法一  令 1t x  ，则 ( ) ( 1)f t af t  ，由复合函数可导性及求导法则知， ( )f t 在

1t  处可导且
1 1( ) ( 1)( 1) (0)t tf t af t t af ab 

        ，故选（D）。 

解法二  由于 

0 0

(1 ) (1) ( ) (0)
lim lim (0)
x x

f x f af x af
af ab

x x 

  
    

因此 ( )f x 在 1x  处可导且 (1)f ab  ，故选（D）。） 

作业：  掌握本次课所讲题目与方法，总习题三、完成“回顾与预习”. 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《微积分》(第三版)，吴传生编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 80 分钟，授新课 0 分钟，安排讨论 9 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 √练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 1 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第四章  微分中值定理与导数的应用 

       第一节  中值定理 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 掌握罗尔(Rolle)定理和拉格朗日(Lagrange)定理的条件及结论；了解柯西 (Cauchy)定 

   理的条件及结论。 

2. 了解构造辅助函数并利用中值定理证明等式及不等式。 

3. 训练学生“应用构造辅助函数法”证明一些相关的命题，掌握中值定理证明问题的的数 

   学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点： 罗尔(Rolle)定理和拉格朗日(Lagrange)定理。  

难点：柯西 (Cauchy)定理及构造辅助函数。 

主要内容 

                            第一节  微分中值定理 

   一、费马引理 

定理 1 （费马引理）设函数 ( )f x 在 0x 的某邻域 0( )U x 内有定义，在 0x 处可导，且对

任意 0( )x U x ，有 0
( ) ( )f x f x （或 0

( ) ( )f x f x ），则有 0
0 ( )f x 。 

 二、罗尔中值定理 

定理 2（罗尔定理） 如果函数 ( )f x 满足 

      ⑴ 在闭区间 ],[ ba 上连续； 

  ⑵ 在开区间 ),( ba 内可导； 

  ⑶ ( ) ( )f a f b , 

则在 ),( ba 内至少有一点 ( )a b  ，使得            

                            0 ( )f 。 

     举例 4-1，4-2，4-3 

三、拉格朗日中值定理 
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定理 3（拉格朗日中值定理）如果函数 )(xf 满足 

   （1）在闭区间 ],[ ba 上连续； 

(2)在开区间 ),( ba 内可导， 

则在 ),( ba 内至少存在一点 ( )a b  ，使得 

                
( ) ( )

( )
f b f a

f
b a







 或  ))(()()( abfafbf   。 

由拉格朗日中值定理可以得出在积分学中两个有用的推论。 

推论 1  设函数 )(xf 在区间( , )a b 内的导数恒为零，则 )(xf 在 ( , )a b 内是一个常数。 

推论 2  如果在区间 ( , )a b 内恒有 ( ) ( )f x g x  ，则 ( ) ( )f x g x C  。． 

 四、柯西中值定理 

定理 4（柯西中值定理） 如果函数 )(xf 、 )(xF 满足条件：  

（1）在闭区间 ],[ ba 上都连续； 

（2）在开区间 ),( ba 内都可导，且 0)(  xF ． 

则在 ),( ba 内至少存在一点 ，使得 

       
)(

)(

)()(

)()(





F

f

aFbF

afbf









。 

    

讨论、思考： 

   1. 举出罗尔定理和拉格朗日定理成立和不成立的例子各一个，并说明不成立的原因。       

（ 解 例 如  函 数 ( ) ln sinf x x 在 区 间
5

[ , ]
6 6

 
满 足 罗 尔 定 理 条 件 ， 但 函 数

sin ,  0
( )

1,           0

x x
f x

x

 
 


在 0x  处不连续，从而

sin ,  0
( )

1,           0

x x
f x

x

 
 


在区间[0, ] 上不满

足罗尔定理条件；又如函数 3 2( ) 4 5 2f x x x x    在区间[0,1] 满足拉格朗日定理条件，但

函数 ( )f x x 在 0x  不可导，从而 ( )f x x 在区间[ 1,1] 上不满足拉格朗日定理条件。实

例告诉我们：三个中值定理（罗尔定理、拉格朗日定理、柯西定理）中的条件是使结论成立

的充分条件。当中值定理的条件不满足时，定理的结论可可能成立。） 
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    2. 罗尔定理，拉格朗日定理，柯西定理有何联系？ 

（答  在柯西中值定理中，取 ( )F x x 时，柯西中值公式就成为拉格朗日中值公式；在拉

格朗日中值公式中，取 ( ) ( )f a f b 时，拉格朗日中值公式就变为罗尔定理的结论。所以说：

拉格朗日定理是柯西定理的特殊情形，而罗尔定理是拉格朗日定理的特殊情形，当然也可以

反过来说：拉格朗日定理是罗尔定理的推广，柯西定理是拉格朗日定理的推广。） 

作业： （课本）习题 4－1（1,2,3,4） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型： √理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式： √讲授  讨论  指导  其他 

教学资源： √多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 2 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第四章  微分中值定理与导数的应用 

                       第五节  微分中值定理（第二讲）（第五节调整） 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 .  掌握函数的一阶、二阶、三阶泰勒中值定理。 

2.  掌握简单函数的n阶麦克劳林公式。 

2. 了解函数的高阶（三阶）泰勒中值定理。 

3. 了解用泰勒中值定理的简单应用，如求极限、近似计算、证明相关的数学命题。 

4.  训练学生掌握“用泰勒中值定理”解决实际问题的的数学思想。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：（包括带拉格朗日余项和带有佩亚诺余项）。  

难点： 泰勒中值定理的应用。 

主要内容 

复习：微分在近似计算中应用公式 

新授： 

                      第五节  泰勒微分中值定理 

    一、泰勒（Taylor）中值定理 

    定理1（泰勒（Taylor）中值定理 1） 如果函数 )(xf 在含 0x 处具有直到n 阶的导数，

则对于该邻域内的任一 x ，有 

   
( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x R x

n


           （1） 

其中  0( ) ( )n

nR x o x x  称为佩亚诺余项．公式（1）称为函数 )(xf 在 0x 处（或按 0( )x x

的幂展开）的带有佩亚诺余项的 n阶泰勒公式． 

    推论 1  在泰勒公式（1）中，取 0 0x  ，则有带有佩亚诺余项的 n 阶麦克劳林

(Maclaurin)公式 

             
( )

2(0) (0)
( ) (0) (0) ( )

2! !

n
n nf f

f x f f x x x o x
n


      。 

定理 2（泰勒（Taylor）中值定理 2） 如果函数 )(xf 在含 0x 的某个开区间( , )a b 内具

有 ( 1)n  阶导数，则对于任一 x ),( ba ，有 
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( )

20 0
0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x R x

n


           （2） 

其中
( 1)

1

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n
n

n

f
R x x x

n


 


（

0x x在 与 之间）称为拉格朗日型余项．公式（2）称

为函数 )(xf 在
0x 处(或按

0( )x x 的幂展开)的拉格朗日型余项的 n 阶泰勒公式． 

    推论 2  在泰勒公式（2）中，取
0 0x  ，那么 0 x在 与 之间 。因此可以令

x  (0 1)  ，从而有带有拉格朗日型余项的 n 阶麦克劳林(Maclaurin)公式 

( ) ( 1)
2 1(0) (0) ( )

( ) (0) (0)    (0 1)
2! ! ( 1)!

n n
n nf f f x

f x f f x x x x
n n







       


。 

   举例7-8 

二、常用初等函数的麦克劳林公式 （ (0 1)  ） 

  1．
2 3 1

2

1 1
1 ,   ( 1,1)

1 (1 )

n n

n
x x x x x x

x x




        

 
． 

2．
2 3

1 ,     ( , )
2! 3! ! ( 1)!

n x
x x x x e

e x x
n n



         


． 

3．
3 5 2 1

1 2 1cos
sin ( 1) ( 1) ,    ( , )

3! 5! (2 1)! (2 1)!

n
n n nx x x x

x x x x
n n


           

 
． 

4．
2 4 2

1 2 2cos
cos 1 ( 1) ( 1) ,   ( , )

2! 4! (2 )! (2 2)!

n
n n nx x x x

x x x
n n

           


． 

5．
2 3

1 1

1

( 1)
ln(1 ) ( 1) ,   ( 1, )

2 3 ( 1)(1 )

n n
n n

n

x x x
x x x x

n n x

 




          

 
． 

6．
2( 1) ( 1) ( 1)

(1 ) 1 ( )
2! !

   
      m n

n

m m m m m n
x mx x x R x

n
, 

其中  
1( 1) ( 1)( )

( ) 1
( 1)!

n

n

m m m n m n
R x x

n


   
 


， 1x  。 

注：以上公式中的余项也可以写成佩亚诺型。 

设 ( )f x 在[ , ]a b 上二阶可导，且 ( ) ( ) 0f a f b   ，证明 ( , )a b  ，使得 

                       
2

( ) ( )
( ) 4

( )

f b f a
f

b a



 


。 
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证  由泰勒公式，得 

                21( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f
f x f a f a x a x a


      

( ) ( ) ( )( )f x f b f b x b   22( )
( )

2!

f
x b


   

其中
1 介于 x与 a之间，

2 介于 x 与b 之间，在上两式中令
2

a b
x


 ，得 

21( )
( ) ( ) ( )

2 8

fa b
f f a b a


   , 

22( )
( ) ( ) ( )

2 8

fa b
f f b b a


    

两式相减，从而 

2

1 2

( )
( ) ( ) ( ( ) ( ))

8

b a
f b f a f f 


     

2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ( ) ( ) ) max( ( ) , ( ) ) ( )

8 4 4

b a b a b a
f b f a f f f f f    

  
          

从而 ( , )a b  ，使得 

2

( ) ( )
( ) 4

( )

f b f a
f

b a



 


。 

讨论、思考： 

     1.  微分中值定理的解题思想有哪些？   

     （答  微分中值定理的解题方法、解题思想包含： 

 （1）证明含一个中值的等式或根的存在问题 ,多用罗尔定理,可用原函数法找辅助函数。 

 （2）若结论中涉及到同一函数在两点值的差，可考虑用拉格朗日中值定理。 

 （3）若结论中涉及到含中值的两个不同函数 ,可考虑用柯西中值定理 。 

 （4）若结论中含两个或两个以上的中值 , 必须多次应用中值定理 。 

 （5）若已知条件中含高阶导数 , 多考虑用泰勒公式 ,有时也可考虑对导函数用中值定理 。 

 （6）若结论为不等式 , 要注意适当放大或缩小的技巧。） 

     2.  如何用泰勒中值定理证明e为无理数？ 

（证明：由泰勒中值公式，得 

                 
1 1 1

1 1      ( 0< <1)
2! 3! ! ( 1)!

e
e

n n



      


 

                       两边同乘 !n  
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                !      ( 0< <1)
1

e
n e

n



 


整数  

假设 e为有理数
p

q
（ ,p q 为正整数）， 

    则当 n q 时，等式左边为整数， 

    当 2n  时，等式右边不可能为整数。 

矛盾！故 e为无理数。） 

作业： （课本）习题 4-5（1,3,5） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 3 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第四章  微分中值定理与导数的应用 

                           第二节  洛必达法则（L’Hospital）                           

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 熟练掌握利用洛必达法则求“
0

0
”型和“




”型未定式极限的方法。 

2. 掌握利用洛必达法则求“ 0 ”型，“  ”型，“
1 ”型，“

00 ”型，“
0 ”型 

   未定式极限的方法。 

3. 掌握应用洛必达法则求未定式极限应当注意的问题。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：洛必达法则求极限。  

难点： “
1 ”型，“

00 ”型，“
0 ”型未定式极限的求法。 

主要内容 

复习：柯西中值定理 

新授： 

                      第二节  洛必达法则（L’Hospital）   

    一、当 x a  时的“
0

0
”型未定式的洛必达法则 

     定理 1  设函数 )(xf ， ( )g x 满足条件 

  ⑴ 0)(lim 


xf
ax

， lim ( ) 0
x a

g x


 ； 

  ⑵ 在点 a 的某去心邻域内 )(xf  与 ( )g x 存在，且 ( ) 0g x  ； 

  ⑶ 
( )

lim
( )x a

f x

g x




存在（或为无穷大）． 

则                    
( ) ( )

lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x 





（或为无穷大）． 

举例 4-1，4-2，4-3 

    二、当 x  时的“
0

0
”型未定式的洛必达法则 
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定理 2  设函数 )(xf ， ( )g x 满足条件 

  ⑴ lim ( ) 0
x

f x


 ， lim ( ) 0
x

g x


 ； 

  ⑵ 当 x N 时 )(xf  与 ( )g x 存在，且 ( ) 0g x  ； 

  ⑶ 
( )

lim
( )



x

f x

g x
存在（或为无穷大）． 

则                          
( ) ( )

lim lim
( ) ( )x x

f x f x

g x g x 





． 

    注：对于 ax  或 x 时
( )

( )

f x

g x
为“




”型未定式，也有相应的定理，这里省略。 

    举例 4-4，4-5, 4-6 

    三、其它类型的未定式 

   （1）求“ 0 ”型、“  ”型未定式的极限时，通常都是用简单的恒等变形转化

成“
0

0
”或“




”型未定式，再使用洛必达法则。 

    举例7-8 

   （2）求 “
1 ”，“

00 ”，“
0 ”型未定式的极限时，通常利用对数恒等式转化为指

数函数求极限。 

    设极限 ( )lim ( )g xf x 为“
1 ” 型或“

00 ” 型或“
0 ”型，这里假设 ( ) 0f x  ，因为 

                   
lim ( )ln ( )

( ) ( ) ln ( )lim ( ) lim
g x f x

g x g x f xf x e e   

所以，这三种类型的极限都归结为“ 0 ”型或“ 0  ”型未定式，由（1）的方法求解。 

    举例 4-7——4-11 

    四、使用洛必达法则求未定式极限，应当注意的几点 

（1）只有当“
0

0
”型或“




”型未定式符合洛必达法则的三个条件时，才能使用洛必

达法则； 

（2） 对于“ 0 ”型和“  ”’型等未定式，必须先转化为“
0

0
”或“




”型

才能使用洛必达法则；对于“
00 ”、“

0 ”和“
1 ”型未定式，通常先取对数，然后转

化为“
0

0
”或“




”型； 

（3） 使用洛必达法则求极限时应先化简（通过代数、三角恒等变形、约去公因子等），

并与其它方法结合使用，例如等价无穷小代换，重要极限公式，变量代换等； 
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（4）洛必达法则条件只是充分的，而不是必要的．因此，当
( )

lim
( )

f x

g x




不存在且不为

∞时，不能肯定
( )

lim
( )

f x

g x
也不存在，此时要使用其它的方法求极限． 

讨论、思考： 

1. 对于数列的极限，当n时，求两个数列 ( )f n ， ( )g n 之比的极限，是否可以使用洛   

    必达法则求极限？ 

   （答 数列是自变量取正整数的整标函数，当n时，求两个数列 ( )f n ， ( )g n 之比

的极限，有时可以用洛必达法则。当应注意，这是我们不能把数列对n 求导，这是没有意义，

我们首先应将离散变量n换成连续变量 x ，其次检验 x ，
( )

( )

g x

f x
是不是“

0

0
”或“




”

型，然后再应用洛  必达法则。例如， 

                            

ln
lim

lim n

n

n n

n
n e 


 ， 

由于                         
ln 1

lim lim 0
x x

x

x x 

 
  

 
型 ， 

可知
ln

lim 0
n

n

n
 ，从而

ln
lim

0lim 1n

n

n n

n
n e e


   。这是因为当

ln
lim 0

x

x

x
 时，n作为

x 的一种方式，自然
ln

lim 0
n

n

n
 也成立。）                 

      3. 下列计算是否正确？为什么？  

     因为
sin 1 cos

lim lim
2 cos 2 sinx x

x x x

x x x 

   
 

   
型 不存在（ lim sin lim cos

x x
x x

 
与 不存在）。 

（答  不正确，因为导数之比的极限不存在，不能得出函数之比的极限也不存在的结论。

事实上 

sin
1

sin 1 1
lim lim 0

12 cos 2 0
2 cos

x x

x

x x x

x x
x

x

 


   

   
     

型 。） 

作业： （课本）习题 4-2（1,2） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 
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教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 4 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周  周   第 节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：   第三章  微分中值定理与导数的应用 

                              第三节 导数的应用 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1.  熟练掌握用导数判断函数的单调性的方法。 

2.  掌握用导数判断函数图形凹凸性的方法。 

3.  训练学生用变化率分析问题和解决问题的数学思想. 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：函数的单调性、曲线的凹凸性。 

难点：函数的单调性、曲线的凹凸性的应用。  

主要内容 

复习：函数单调性定义、拉格朗日中值定理、泰勒中值定理（一阶） 

新授： 

第三节 导数的应用 

一、函数的单调性的判别法 

定理 1  设函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，则有 

     (1) 如果在 ),( ba 内 0)(  xf ，则 )(xf 在 ],[ ba 上单调增加； 

     (2) 如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ],[ ba 上单调减少； 

    （3）如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x  ，则 )(xf 在 ],[ ba 上为常函数。 

注：1）如果将定理 1 中的闭区间 ],[ ba 换成其他各种区间（包括无穷区间），定理 1

的其余条件不变，那么结论也成立。 

2）如果函数在定义区间上连续，且在该区间上仅有有限个点处导数为零，而在其余各

点处的导数均为正（或负），那么函数在该区间上仍旧是单调增加（或单调减少）的。 

举例 3-1, 3-2, 3-3, 3-4, 3-5  

    二、曲线的凹凸性与拐点 

    1. 曲线凹凸性的定义 

定义 1   设 ( )f x 在区间 I 上连续，如果对于 I 的任意两点 1 2,x x ，恒有 

1 2( )
2

x x
f


 1 2( ) ( )

2

f x f x
 ，则称 ( )f x 在 I 上的图形是凹的（或凹弧）；如果恒有 

1 2 1 2( ) ( )
( )

2 2

x x f x f x
f

 
 ，则称 ( )f x 在 I 上的图形是凸的。 
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定义 2  设函数 )(xfy  在[ , ]a b 上连续，在 ),( ba 内可导． 

(1) 如果曲线弧 )(xfy  上任意一点处的切线总位于曲线弧的的下方，则称该曲线弧

在 [ , ]a b 上是凹的（或凹弧）； 

(2) 如果曲线弧 )(xfy  上任意一点处的切线总位于曲线弧的上方，则称该曲线弧在

[ , ]a b 上是凸的（或凸弧）． 

    2. 曲线的凹凸性的判定定理 

    定理 2   设函数 )(xf 在[ , ]a b 上连续，在 ),( ba 内具有一阶和二阶导数， 则有 

(1) 如果在 ),( ba 内 0)(  xf ，则 ( )f x 在[ , ]a b 上的图形是凹的； 

(2) 如果在 ),( ba 内 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在[ , ]a b 上的图形是凸的． 

证： 1 2,x x I  ，记 1 2
0

2

x x
x


 ，利用一阶泰勒公式，有 

                 
21

1 0 0 1 0 1 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f
f x f x f x x x x x


      

22
2 0 0 2 0 2 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f
f x f x f x x x x x


      

其中 1 介于 0x 与 1x 之间， 2 介于 0x 与 2x 之间，两式相加，得 

 
2

2 1
1 2 0 1 2

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

2! 2

x x
f x f x f x f f 

 
      

 
, 

    当 0)(  xf 时， 1 2 0( ) ( ) 2 ( )f x f x f x  ，即 1 2 1 2( ) ( )

2 2

f x f x x x
f

  
  

 
，则

( )f x 在 [ , ]a b 上的图形是凹的； 

    当 0)(  xf 时， 1 2 0( ) ( ) 2 ( )f x f x f x  ，即 1 2 1 2( ) ( )

2 2

f x f x x x
f

  
  

 
，则

( )f x 在 [ , ]a b 上的图形是凸的． 

    注：定理 2 中若将区间 ],[ ba 换成其他各种区间时，结论也成立． 

3. 曲线的的拐点 
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    定义 3  连续曲线 )(xfy  上凹弧与凸弧的分界点，称为这条曲线的拐点． 

求连续曲线 )(xfy  在定义区间上的拐点的一般步骤： 

（1）求出 ( ) 0f x  和 ( )f x 不存在的点
0x ； 

（2）判断点
0x 的两侧，函数的二阶导数 ( )f x 是否变号． 

 若 ( )f x 在
0x 的两侧异号，则点

0 0( , ( ) )x f x 为曲线 )(xfy  的拐点； 

 若 ( )f x 在 0x 的两侧同号，则点 0 0( , ( ) )x f x 不是曲线的拐点． 

    举例 3-10， 3-11 

    举例 10（补充）求曲线
3 5( ) ( 1)y f x x x   的拐点。 

    解  函数定义域为R ，
5 2

3 3
8 5

3 3
y x x   ，

2 1

3 3

3

40 10 10 4 1

3 3 3

x
y x x

x

 
     ， 

令
1

0
4

y x    ，当 0x y 时 不存在。 

     当 0x  时， 0y  ，因此在( ,0] 上这曲线是凹的。当
1

0
4

x  时， 0y  ，因

此在
1

[0, ]
4

上这曲线是凸的。当
1

4
x  时， 0y  ，因此在( ,0] 上这曲线是凹的。 

     当 0x  时， 0y  ，点 (0,0) 是这曲线的一个拐点。当
1

4
x  时，

3

3

32 2
y   ，点

3

1 3
( , )
4 32 2
 也是这曲线的一个拐点。 

讨论、思考： 

1. 设在[0,1]上 0)(  xf ，则 (0), (1), (1) (0) (0) (1)f f f f f f   或 几个数的大小顺

序为（  ）。 

（A） (1) (0) (1) (0)f f f f         （B） (1) (1) (0) (0)f f f f     

（C） (1) (0) (1) (0)f f f f        （D） (1) (0) (1) (0)f f f f     

（解  应选（B）。提示：利用 ( )f x 单调增加及 (1) (0) ( )   (0 1)f f f      ） 

2.  高斯曲线
2xy e  的凹区间为      ，凸区间为      ，拐点为      。 
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（解  曲线的凹区间为
1 1

,
2 2

 
 
 

，凸区间为
1

,
2

 
  
 

 与
1

,
2

 


 
，拐点为

1

2
1

,
2

e
 

 
 

  提示：
222(2 1) xy x e   。） 

作业： （课本）习题 4-3（1, 2, 4, 5, 8） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 5 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：第三章  微分中值定理与导数的应用 

            第四节 函数的极值与最大值、最小值及其在经济学中的应用 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解函数极值的概念、要牢固掌握函数取得极值的必要条件以及用一阶、二阶导数来确 

   定函数极值的方法。 

2. 理解函数最大值最小值的概念，会解简单的最大、最小值的应用题。 

3. 培养学生运用函数极值思想解决分析经济学中的最值问题，培养训练学生运用数学思想

分析、解决实际问题的能力。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：函数极值的概念，函数极值的求法； 函数的最大值最小值  

难点：解最大、最小值的应用题。 

主要内容 

复习: 函数的单调性的判别定理 

新授: 

第四节 函数的极值与最大值、最小值及其在经济学中的应用 

一、函数的极值及其求法 

 1.极值的定义 

     设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域 0( )U x 内有定义．如果对于 0( )U x x ，恒有 

(1) )()( 0xfxf  ,则称 )( 0xf 为 )(xf 的极大值，称 0x 为 )(xf 的极大值点； 

(2) )()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 为 )(xf 的极小值，称 0x 为 )(xf 的极小值点． 

函数的极大值与极小值 )( 0xf 统称为极值．使函数取得极值的点 0x 统称为极值点。 

     2.函数取得极值的必要条件和充分条件 

 定理 1（极值的必要条件）设函数 )(xf 在点 0x 处可导，且 0( )f x 为极值，则有 

                               0)( 0  xf ． 

 定理 2（判别极值的第一充分条件）设函数 ( )f x 在 0x 处连续，则在 0x 的某个去心邻

域
o

0( , )U x  内可导， 0x 为函数 ( )f x 的驻点或不可导点． 
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 （1）当
0 0( , )x x x  时， ( ) 0f x  ，当

0 0( , )x x x   时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在

0x  处取得极大值； 

    （2）当
0 0( , )x x x  时， ( ) 0f x  ，当

0 0( , )x x x   时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在

0x 处取得极小值； 

   （3）当
o

0( , )x U x  时， ( )f x 的符号保持不变，则 ( )f x 在
0x 处不取得极值。  

定理 3（判别极值的第二充分条件）设函数 )(xf 在点 0x 处具有二阶导数，且

0)( 0  xf ， 0)( 0  xf ，那么 

（1）当 0)( 0  xf 时， )( 0xf 为 )(xf 的极大值； 

（2）当 0)( 0  xf 时， )( 0xf 为 )(xf 的极小值． 

     

     

二、最大值、最小值问题 

    1.闭区间上连续函数的最大值、最小值问题 

设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，则由闭区间上连续函数的最值定理知， )(xf 在

],[ ba 上的最大值M 和最小值m 一定存在，并且最大值和最小值只可能在驻点、不可导点

以及端点 ax  ， bx  处取得．求出上述各点的函数值，其中最大者就是 )(xf 在 ],[ ba 上

的最大值，而最小者就是 )(xf 在 ],[ ba 上的最小值。 

 举例 4-1 ,4-2, 4-3 

2.实际中的最大值、最小值问题 

   1）实际问题中，若函数 ( )y f x 在区间 ],[ ba 上连续且单调增，那么 ( )M f b ，

( )m f a ；单调减时，情况则恰巧相反。 

    2）实际问题中，若函数 ( )y f x 在区间 ],[ ba 上连续且在 ],[ ba 的内部只有一个极大值

而无极小值，那么这个极大值就是函数在 ],[ ba 上的最大值；如果在 ],[ ba 的内部只有一个

极小值而无极大值，那么这个极小值就是函数在 ],[ ba 上的最小值 
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   3）在实际问题中，如果能根据实际问题的意义，断定函数必定在所讨论的区间内取得最

大值或最小值，而且区间内仅有一个驻点或不可导点，则可以判定函数在该点处取得最大值

或最小值。 

三、经济应用问题举例 

例 1 （最大利润问题） 设某厂的成本函数为 cbQaQQC  2)( ，需求函数为

ePdQ /)(  ，其中 )(QC 为成本，Q 为需求量产量， P 为价格，a，b，c，d，e 均

为正常数，且 d>b，求利润最大时的产量及最大利润. 

例 2 （最大收益问题）某商品的需求函数为
275)( PPQQ  ，问 P 为多少时，总

收益最大？ 

例 3 （经济批量问题）某厂生产某种产品，其年销售量为 100 万件，每批生产需要增加

准备费 1000 元，而每件的一年库存费为 0.05元.如果年销售率为平均的，且上批售完后立即

生产出下批(此时商品的库存数为批量的一半)，问应分为几批生产，能使采购费用及库存费

之和最小？ 

例 4（最大税收问题） 某种商品的需求函数是 P=20-4x，企业的平均成本是 2)( xC ，

(1)若向企业每单位商品征收税款 t，试求其最大利润和税收最大时的 t值.(2)试求当征收 25%

的销售税时，企业的最大利润. 

讨论、思考： 

    1. 函数的最大、最小值与函数的极大、极小值有何区别？ 

   （答 函数的最大、最小值与函数的极大、极小值的区别表现为： 

（1）函数的最大、最小值与函数的极大、极小值的定义不同。最大值、最小值概念是就

某一区间来考查的，是整体的，绝对的；而极大值、极小值概念是仅就某点的邻域来考查的，

是局部的，相对的； 

（2）同一函数的极小值有与极大值没有绝对的大小关系，极小值有可能大于它的极大值；

而同一函数的最大值不会小于它的最小值； 

（3）函数的最大、最小值与函数的极大、极小值的求法不同。） 

作业： （课本）习题 4-4（1, 2, 3） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 
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教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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  第 6 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第四章  微分中值定理与导数的应用 

习题课 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解罗尔定理、拉格朗日定理、柯西定理、泰勒中值定理的条件和结论，知道这些定理 

  在函数性态研究中所起的作用。 

2. 能正确熟练地运用洛必达法则计算以“
0

0
”型与“




”型为主的未定式的极限问题。 

3. 理解极值的概念，牢固掌握用导数判断函数单调性和求函数极值的方法，掌握函数最大

值、最小值的求法。了解曲率的概念和曲率半径的概念，会计算曲率和曲率半径。 

4. 会用二阶导数判断函数图形的凹凸性，会求函数图形的拐点以及水平、铅直和斜渐近线， 

会描绘函数图形。 

5. 训练学生能够运用导数解决经济学中的最大值、最小值问题，并会运用导数研究实际中

曲线弯曲问题，达到学以致用的目的。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：罗尔(Rolle)定理和拉格朗日(Lagrange)定理；洛必达法则；函数的单调性的判定和     

      求极值的方法。 

难点：柯西(Cauchy)定理；泰勒(Taylor)定理。 

主要内容 

一、基本内容小结 

1、微分中值定理 

    罗尔定理、拉格朗日定理、柯西定理；泰勒定理 

2、导数应用 

（1）洛必达法则； 

（2）函数的单调性和曲线的凹凸性； 

（3）函数的极值与最大值、最小值问题； 

（4）函数图形的描绘 

      （5）弧微分、曲率 

二、典型例题讲解 

    本章典型考题类型：  

    ●验证中值定理的条件成立； （总习题四   1（1）） 

    ●应用罗必达法则求未定式的极限；（总习题四  1） 
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    ●方程根的讨论（利用罗尔定理或函数的性态）；（总习题四  3） 

    ●单调性与极值、凹凸性与拐点；（总习题四  8） 

    ●不等式证明（利用单调性或利用中值定理）；(总习题四  2 ) 

●描绘简单函数的图形；（总习题四   13） 

●中值定理证明题。（总习题四  4） 

讨论、思考：  

1 . 设 0x  时，方程
2

1
1kx

x
  有且仅有一个解，试求 k 的取值范围。 

（解  将原方程变形为
3

1 1
k

x x
  （ 0x  ），令

3

1 1
( )f x

x x
  （ 0x  ），

2

2 4 4

1 3 3
( )

x
f x

x x x


     ，令 ( ) 0f x  ，得 3x  。当 (0, 3)x 时， ( ) 0f x  ， ( )f x

单 调 增 ； 当 ( 3, )x  时 ， ( ) 0f x  ， ( )f x 单 调 减 。
2

( 3) 3
9

f  ， 又

2

3
0 0

1
lim ( ) lim
x x

x
f x

x  


  ， lim ( ) 0

x
f x


 ， 从而若原方程有且仅有一个实根，则 

                         
2

3
9

k  或 0k  。） 

2. 函数 ( )y x 由方程
3 3 3 3 2 0x y x y     确定，求 ( )y x 的极值。 

（解  在
3 3 3 3 2 0x y x y     两端关于 x 求导，得 

2 23 3 3 3 0x y y y      

令 0y  ，得 1x  或 1x   。将 1x  代入方程
3 3 3 3 2 0x y x y     ，得

3 3 4 0y y   ，解之得 1y  ；将 1x   代入方程
3 3 3 3 2 0x y x y     ，得

3 3 0y y  ，解之得 0y  ，故驻点为(1,1), ( 1,0) 。 

在
2 23 3 3 3 0x y y y     两端关于 x 求导，得 

2 26 3( 1) 6 ( ) 0x y y y y      

将 1, (1) 1, (1) 0x y y   代入上式，得 (1) 1 0y    ，所以极大值点为 1x  ，极大值为

(1) 1y  ；将 1, ( 1) 0, ( 1) 0x y y      代入上式，得 (1) 1 0y   ，极小值点 1x   ，
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极小值 ( 1) 0y   。） 

作业： 掌握本次课所讲题目与方法，总习题四、完成“回顾与预习”. 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 80 分钟，授新课 0 分钟，安排讨论 9 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 √练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 1 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第十一章  无穷级数 

                           第一节  常数项级数的概念和性质                        

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 理解常数项级数的概念、理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数和的概念。 

2. 掌握级数的基本性质及级数收敛的必要条件。 

3. 掌握几何级数及调和级数的敛散性。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：常数项级数收敛、发散的概念、级数的基本性质。  

难点：利用定义判定级数的敛散性。 

主要内容 

第一节  常数项级数的概念和性质 

一、 常数项级数的概念 

引例   计算半径为 R的圆面 A。 

在半径为 R 的圆内作内接正六边形，其面积记为 1a （图 101），它是圆面积 A的一个

粗糙的近似值。再以这正六边形的每一个边为底边， 

在弓形内作顶点在圆上的等腰三角形， 

得圆内接内接正十二边形，设这六个等腰 

三角形的面积为 2a ，那么 1 2a a （即圆 

的内接正十二边形的面积）就是圆面积 A 

的一个较好的近似值。 同样以这正十二 

边形的每一个边为底边，在弓形内作顶 

点在圆上的等腰三角形，得圆内内接正 

二十四边形，设这十二个等腰三角形的 

面积为 3a ，于是 1 2 3a a a  （即的内接 

正二十四边形的面积）是圆面积 A的一个                   （图 10-1） 

更好近似值。如此继续进行 n次，内接正3 2n 边形的面积就逐渐逼近圆面积，即  

1 2n nA s a a a      

显然n越大，则近似程度越好。如果内接正多边形的边数无限增加，即n无限增大，那么和

1 2n ns a a a    的极限就是所要求的圆面积 A。这时和数中的项数无限增多，于是出

现了无穷多个数依次相加得式子。 

B

 

A

 

B

 C

 

R  
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将上面面积问题抽象出来，就得到无穷级数的一般概念。 

定义 1   设给定一个数列 
1 2 3, , , , ,nu u u u ，那末表达式  

                             
1 2 3 nu u u u                         

就称为（常数项）无穷级数，简称（常数项）级数，记为
1

n

n

u




 ，即 

                    
1

n

n

u




 1 2 3 nu u u u      ，                  （1-1） 

其中第 n项 nu 称为级数（1-1）的一般项或通项．    

上述级数的定义只是一个形式上的定义，怎样理解无穷级数中无穷多个相加呢？联系到

上面的实例， 我们可以从有限项的和出发，观察它们的变化趋势，由此来理解无穷多个数

量相加的含义． 

作级数（1）前面n项的和 

ns 1 2 3

1

 
n

i n

i

u u u u u


                        （1-2） 

ns 称为该级数的部分和．当n依次取 1，2，3， 时，级数的部分和就构成一个新的数列： 

1 1s u ， 2 1 2s u u  ， 3 1 2 3s u u u   ， ， 1 2n ns u u u    ，   （1-3） 

根据这部分和数列有没有极限，我们引进无穷级数（1-1）的收敛与发散的概念。 

定义 2   如果级数
1

n

n

u




 的部分和数列 ns 有极限 s，即  

lim n
n
s s


 ， 

则称无穷级数
1

n

n

u




 收敛， 这时极限 s叫做这级数的和，记为 

  1 2 ns u u u     ， 

如果 ns 没有极限，则称无穷级数
1

n

n

u




 发散，这时级数（1-1）没有和。 

显然，当级数收敛时，其部分和 ns 是级数和 s 的近似值，它们之间的差

nr = s  ns = 1 2n n n ku u u       
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称为级数
1

n

n

u




 的余项。  

举例 1-3 

例 3  当 q <1 时，等比级数（几何级数）
0

n

n

aq




 收敛，且和为
1

a

q
；当 q  1 时, 等

比级数
0

n

n

aq




 发散。（几何级数是一个常用级数，读者应熟悉其敛散性。） 

二、收敛级数的基本性质 

    根据无穷级数收敛、发散以及和的概念，可以得出常数项级数的以下基本性质。 

    性质 1  如果级数
1

n

n

u




 收敛于和 s，则它的各项同乘以一个常数k 所得的级数
1

n

n

ku






也收敛，且其和为ks；如果级数
1

n

n

u




 发散，则当 0k  时，级数
1

n

n

ku




 也发散。 

换言之，性质 1 表明： 级数的每一项同乘一个非零常数后，它的敛散性不会改变。  

性质 2  如果级数
1

n

n

u




 、
1

n

n

v




 分别收敛于和 s、 ，则级数  
1

n n

n

u v




 必收敛，且

其和为 s  。 

     注：（1）性质 2 表明，两个收敛级数逐项相加（逐项相减）所得的级数仍收敛。 

（2）若级数
1

n

n

u




 收敛，
1

n

n

v




 发散，则  
1

n n

n

u v




 必定发散。（利用性质 2 易证） 

（3）级数
1

n

n

u




 发散，
1

n

n

v




 也发散，但级数  
1

n n

n

u v




 不一定发散。 

例如，级数1 1 1 1    发散；级数 1 1 1 1     发散，但 

(1 1) (1 1)     

却收敛。 

 性质 3  在级数中去掉、加上或改变有限项，不改变级数的敛散性。 

 性质 4  如果级数
1

n

n

u




 收敛，则对这个级数的各项间任意加括号所得的级数 

1 1 2 11 1 1( ) ( ) ( )
k kn n n n nu u u u u u
                    (1-4)                   

仍收敛，且其和不变。 

注:（1）性质 4 推论：如果加括号后所成的数列发散，那么原来级数也发散。 

（2）收敛级数去括号后所成的级数不一定收敛．例如，级数 
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                            (1 1) (1 1)     

收敛于零，但级数 

                              1 1 1 1     

却是发散的。 

（3）若级数
1

n

n

u




 发散，则添括号后所得的新级数不一定发散。 

（4）如果级数的各项都大于零，且按某规律加括号后所得的级数收敛，则去括号后所得

的级数也收敛。 

性质 5（级数收敛的必要条件） 如果级数
1

n

n

u




 收敛，则必有 lim 0n
n
u


 。 

注：（1）性质 5 表明：若 lim 0n
n
u


 或 lim n

n
u


不存在时，则级数

1

n

n

u




 必定发散。 

（2）性质 5 表明级数
1

n

n

u




 收敛 lim 0n
n
u


  。但反之不然。也就是说性质 5 的

逆命题不正确，即级数的一般项的极限为零，并不一定能保证级数
1

n

n

u




 收敛．因

此级数的一般项趋于零只是级数收敛的必要条件，而不是充分条件．有些级数虽

然一般项趋于零，但仍然是发散的。 

举例 4 

例 4. 证明调和级数   

1 1 1
1

2 3 n
      

虽然它的一般项 nu =
1

0
n
  (n )，但是它是发散的。（这是一个常用级数，读者应熟悉

其敛散性。） 

讨论、思考： 

1.记号
1

n

n

u




 能否既表示级数又表示级数的和？ 

（答： 记号
1

n

n

u




 表示级数，即
1

n

n

u




 1 2 3 nu u u u      。不论级数收敛还

是发散，级数都可以用记号
1

n

n

u




 表示，当且仅当级数收敛时，记号
1

n

n

u




 才表示这级数的
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和，即
1

n

n

s u




 。） 

作业：（课本）习题 11－1（1,2,3,4） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型： √理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式： √讲授  讨论  指导  其他 

教学资源： √多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 2 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第十一章  无穷级数 

                         第二节  正项项级数的审敛法             

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 .   理解正项级数的概念、掌握正项级数收敛的充要条件。  

2.  掌握正项级数的比较审敛法、比值审敛法、根值审敛法。 

3.  掌握几何级数和 p 级数的敛散性。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：正项级数的审敛法。 

难点：判断正项级数审敛法如何选择审敛方法。 

主要内容 

 一、正项级数及其审敛法 

1. 正项级数的定义：若级数
1

n

n

u




 满足 0nu  （ 1,2,n  ），这种级数称为正项级数。 

 2. 正项级数收敛的充要条件： 

对于正项级数 1 2

1

n n

n

u u u u




     ，由于 0nu  ，其部分和 

=1

n

n k

k

s u    （ 1,2,n  ） 

满足： 1 1   ( 1,2, )    n n n ns s u s n ，即正项级数
1

n

n

u




 的部分和数列 ns 是一个单调

增加数列，于是有下列两种可能情形： 

（1）当 n时， ns  ，此时正项级数
1

n

n

u




 发散． 

（2）正项级数
1

n

n

u




 的部分和数列 ns 有界，根据单调有界的数列必有极限的准则知，

lim n
n
s


必定存在，于是正项级数

1

n

n

u




 必收敛．因此，我们得到以下的基本定理。 

定理 1  正项级数
1

n

n

u




 收敛的充分必要条件是：它的部分和数列 ns 有界。 
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推论：正项级数
1

n

n

u




 发散 lim n
n
s


  。 

以这个定理为基础，可以导出判定正项级数是否收敛的几种方法。 

3. 正项级数审敛的方法 

定理 2 （比较审敛法）设
1

n

n

u




 和
1

n

n

v




 都是正项级数，且
n nu v ( 1, 2, )n  。 

（1）  如果级数
1

n

n

v




 收敛，则级数
1

n

n

u




 也收敛； 

（2）  如果级数
1

n

n

u




 发散，则级数
1

n

n

v




 也发散。 

证  由定理 1 可知，当级数
1

n

n

v




 收敛时，其部分和数列必有界，于是有 0M  ，使得

1

0


 
n

k

k

v M ，又 ( 1,2, )n nu v n  ，故 

1 1

0
 

   
n n

k k

k k

u v M  

因而级数
1

n

n

u




 的部分和数列有界，由定理 1 知级数
1

n

n

u




 收敛． 

反之，若级数
1

n

n

u




 发散，则级数
1

n

n

v




 必发散．否则若级数
1

n

n

v




 收敛，由上面已证

明的结论，可知
1

n

n

u




 收敛，这与级数
1

n

n

u




 发散矛盾，所以
1

n

n

v




 发散。 

注意到级数的每一项同乘不为零的常数k，不会影响级数的收敛性，我们可得如下的推

论： 

推论  设
1

n

n

u




 和
1

n

n

v




 都是正项级数，并且 n nu kv （ 0k  ，n N ，N 为某一自

然数）．（1）如果级数
1

n

n

v




 收敛，则级数
1

n

n

u




 也收敛；（2）如果级数
1

n

n

u




 发散，则级数

1

n

n

v




 也发散。 

举例 1-4 
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例 3 中的 p 级数
1

1
p

n n





 ，当 1p  时收敛，当 1p  时发散。（ p 级数是一个常用级

数，读者应熟悉其敛散性。）  

                      

为了应用上的方便，下面我们给出比较审敛法的极限形式。 

定理 3（比较审敛法的极限形式）  设
1

n

n

u




 和
1

n

n

v




 都是正项级数， 

（1）如果 lim   (0 )n

n
n

u
l l

v
    ，且级数

1

n

n

v




 收敛，则级数
1

n

n

u




 收敛； 

（2）如果 lim 0n

n
n

u
l

v
  或 lim n

n
n

u

v
 ，且级数

1

n

n

v




 发散，则级数
1

n

n

u




 发散。  

证  （1）由极限的定义可知，对 1  ，且存在自然数N ，当n N 时，有 

1n

n

u
l

v
  ，即   1n nu l v   

而级数
1

n

n

v




 收敛，根据比较审敛法的推论，知级数
1

n

n

u




 收敛． 

（2） 按已知条件 lim n

n
n

v

u
存在，如果级数

1

n

n

u




 收敛，则由结论（1）必有
1

n

n

v




 收

敛，但已知级数
1

n

n

v




 发散，因此级数
1

n

n

u




 不可能收敛，即级数
1

n

n

u




 发散． 

极限形式的比较审敛法，是在两个正项级数的一般项均趋向于零的情况下，其实是比

较它们的一般项作为无穷小量的阶．定理表明：当n时，如果 nu 是与 nv 同阶或是比 nv

高阶的无穷小，而级数
1

n

n

v




 收敛，则级数
1

n

n

u




 收敛；如果 nu 是与 nv 同阶或是比 nv 低阶

的无穷小，而级数
1

n

n

v




 发散，则级数
1

n

n

u




 发散。 

举例 5  

为了顺利地使用比较审敛法，读者须记住一些已知其收敛性的级数，如等比级数、调和

级数、 p 级数等，作为比较的标准。 

将所给级数与等比级数比较，我们能得到在实用上很方便的比值审敛法和根值审敛法。 

定理 4 （比值审敛法，达朗贝尔（D’Alembert）判别法） 设
1

n

n

u




 为正项级数( 0)nu  ，
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且                        

    1lim   n

n
n

u

u



 ， 

则当 1  时级数收敛； 1  （或 1lim n

n
n

u

u




 ）时级数发散； 1  时，级数可能收

敛也可能发散． 

证   （i）当 1  ．取一个适当小的正数 ，使得 1r    ，根据数列极限定义，

存在正整数 N ，当n N 时有不等式 

                      1n

n

u
r

u
      

因此 

2 3

1 2 1 3 2,  ,  ,   N N N N N N N Nu ru u ru r u u ru r u         。 

而级数
1

k

N

k

r u




 收敛（公比 1r  ），根据定理 2 的推论，知级数
1

n

n

u




 收敛。 

     （ii）当 1  ．取一个适当小的正数 ，使得 1   ．根据极限定义，存在正整数

N ，当 n N 时有不等式 

1 1n

n

u

u
      

也就是                         1 n nu u   

所以当 n N 时，级数的一般项 nu 是随 n的增大而增大的，从而 lim 0n
n
u


 。根 

 

据级数收敛的必要条件可知级数
1

n

n

u




 发散。 

    类似地，可以证明当 1lim n

n
n

u

u




 时，级数

1

n

n

u




 发散． 

（iii） 当 1  时，级数
1

n

n

u




 可能收敛也可能发散． 

例如 p 级数
1

1
p

n n





  ，不论 p为何值都有 
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1

1

1

1( 1)
lim lim lim lim 1

1 1 1

ppp

n

n n n n
n n

p

u nn

u n

n



   

   
     

    
 

但 1p 时级数收敛，当 1p 时级数发散，因此只根据 1  不能判别级数的收敛性。 

举例 6-8 

定理 5（根值审敛法，柯西（Cauchy）判别法）设
1

n

n

u




 为正项级数，且 

                         lim    n
n

n
u 


 ，  

则当 1  时级数收敛； 1  （或 lim n
n

n
u


 ）时级数发散； 1  时级数可能收敛

也可能发散。（定理 4 的证明与定理 3 相仿，这里从略。） 

举例 9-10 

讨论、思考： 

1. 设
1

n

n

a




 和
1

n

n

b




 都是正项级数，满足 1 1  ( 1,2, )n n

n n

a b
n

a b

   ，且级数
1

n

n

b




 收敛，

证明级数
1

n

n

a




 收敛。以下证明是否正确？ 

因为级数
1

n

n

b




 收敛，故 1lim 1n

n
n

b

b




 ，又由于 1 1  ( 1,2, )n n

n n

a b
n

a b

   ，因此

1lim 1n

n
n

a

a




 ，由比值审敛法知级数

1

n

n

a




 收敛。 

（答  上述证明不正确，因为比值审敛法的逆命题不成立。即根据正项级数
1

n

n

b




 收敛，

不能推出 1lim n

n
n

b

b




存在且小于 1 的结论，并且即使 1lim n

n
n

b

b




存在，也不能推出 1lim 1n

n
n

a

a




  

的结论。例如 

级数
1 1

2 ( 1)

2

n

n n
n n

b
 

 

  
  

 
  收敛，但 1lim n

n
n

b

b




不存在； 

级数
2

1 1

1
n

n n

b
n

 

 

  收敛，极限 1lim n

n
n

b

b




存在但等于 1。 

正确的证明如下： 
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由已知条件可得 1 1

1 1

n n

n n

a a a

b b b





   ，于是 1

1

0   ( 1,2, )n n

a
a b n

b
   ，又级数

1

n

n

b




  

收敛，根据比较审敛法，知级数
1

n

n

a




 收敛。 

2. 设
1

n

n

a




 和
1

n

n

b




 都是正项级数，满足 1 1  ( 1,2, )n n

n n

a b
n

a b

   ，且级数
1

n

n

a




 发散，

试问级数
1

n

n

b




 是否发散，为什么？ 

（答   级数
1

n

n

b




 一定发散。证明与第 1 题类似从略。） 

作业：习题 11-2（1，2，3，4） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 3 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：  第十一章  无穷级数 

                    第三节  任意项项级数的绝对收敛与条件收敛              

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 .  理解交错级数的定义，掌握交错级数的莱布尼兹定理。 

2. 了解级数绝对收敛与条件收敛的概念及两者的关系。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：交错级数的莱布尼兹定理、绝对收敛与条件收敛的概念 

难点：任意项级数的审敛方法的选择。 

主要内容 

复习：（1） 2 2 1lim lim limn n n
n n n
x a x x a

  
    。 

（2）正项级数的审敛法。 

                      第三节  常数项级数的审敛法   

 二、交错级数及其审敛法 

交错级数是指它的各项是正负交错（或负正交错）的级数．设 0( 1,2,3 )nu n  ，

交错级数的一般形式为                          

1

1 2 3 4

1

( 1)n n

n

u u u u u






      ， 

或                   1 2 3 4

1

( 1)n n

n

u u u u u




       。                  

下面我们按
1

1

( 1)n n

n

u






 的形式来证明交错级数的一个审敛法。 

定理 6 （莱布尼茨(Leibniz)判别法） 设交错级数
1

1

( 1)n n

n

u






 ( 0 ,  1, 2, )nu n  满

足如下条件： 

（i） 1n nu u    ( 1, 2,3, )n  ； 

（ii） lim 0n
n
u


 ， 

D  
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则级数
1

1

( 1)n n

n

u






 收敛，且其和
1s u ，其余项

nr 的绝对值
1n nr u  ． 

证  先证明部分和数列 ns 的偶子列 2ns 的极限存在。为此把的偶数项
2ns 写成两种

形式： 

2 1 2 3 4 2 2 2( ) ( ) ( )n n ns u u u u u u       ． 

及 

2 1 2 3 4 5 2 2 2 1 2[( ) ( ) ( ) ]n n n ns u u u u u u u u           

根据由条件（i）知，所有括号中的差都是非负的，由第一种形式知数列 2{ }ns 是单调增加的，  

由第二种形式可 2 1ns u ，即数列 2{ }ns 是有上界的。于是，根据单调有界数列必有极限的准

则知道，
2lim n

n
s


存在，记 

2lim n
n
s s


 ，则 1s u ． 

先证明部分和数列 ns 的奇子列 2 1ns 
的极限也是 s。事实上，我们有 

2 1 2 2 1n n ns s u   。 

结合条件（ii）知
2 1lim 0n

n
u 


 ，所以有 

                      2 1 2 2 1lim lim lim 0n n n
n n n
s s u s 

  
     。 

综合以上两种情况，就证明了 1lim


 n
n
s s u 。即级数

1

1

( 1)n n

n

u






 收敛于s，且 1s u ． 

最后，不难看出余项 nr 可以写成 

1 2 3 4( )n n n n n nr s s u u n u           ， 

其绝对值 

               
1 2 3 4n n n n n nr s s u u n u          ， 

上式右端也是一个交错级数，它满足满足收敛的两个条件，所以该级数必收敛，且其和

不大于级数的首项，也就是说 

1n nr u  。 

证明完毕。 

三、绝对收敛与条件收敛 

设有级数 

1 2

1

n n

n

u u u u




     ， 



《微积分（第 3 版）》（主编  吴传生） 

 14 

其中 ( 1, 2,3 )nu n  为任意实数。这样的级数称为任意项级数。任意项级数
1

n

n

u




 各项的绝

对值所构成的正项级数是
1

n

n

u




 。如果
1

n

n

u




 收敛，则称级数
1

n

n

u




 绝对收敛；如果级数

1

n

n

u




 收敛，而级数
1

n

n

u




 发散，则称级数
1

n

n

u




 条件收敛．容易知道，级数
1

2
1

1
( 1)n

n n








是绝对收敛级数，而级数
1

1

1
( 1)n

n n






 是条件收敛级数。 

级数绝对收敛与级数收敛有以下重要关系： 

定理 7   绝对收敛的级数必收敛，即若级数
1

n

n

u




 收敛，则级数
1

n

n

u




 必收敛。 

证  设级数
1

n

n

u




 收敛．令 

                        
1

( )
2

n n nv u u    ( 1, 2, )n  . 

由于
n n nu u u   ，就有0 2n n nu u u   ，得到 0 n nv u   ( 1, 2, )n  ．由比较

审敛法知道，正项级数
1

n

n

v




 收敛，从而级数
1

2 n

n

v




 也收敛．而 2n n nu v u  ，由收敛级

数的基本性质可知 

                           
1 1 1

 = 2   n n n

n n n

u v u
  

  

  － ， 

所以级数
1

n

n

u




 收敛．定理证毕． 

注：（1）定理 7的逆定理不一定成立．也就是说：虽然级数
1

n

n

u




 收敛，但
1

n

n

u




 却

不一定收敛 ．例如交错级数
1

1

1
( 1)n

n n






 是收敛的，但若将级数的对应项取绝对值，则

1

1 1

1 1
( 1)

 


 

  n

n nn n
为调和级数却是发散的。 

（2）定理 7 表明，对于任意项级数
1

n

n

u




 ，如果我们用正项级数的审敛法判定出级数
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1

n

n

u




 收敛，则级数
1

n

n

u




 收敛。这就使得任意项级数的收敛性判别问题，转化成为正项级

数的收敛性判别问题。 

（3）一般说来，如果级数
1

n

n

u




 发散，我们不能断定级数
1

n

n

u




 也发散．但是，如果

我们用比值审敛法或根值审敛法根据 1lim 1n

n
n

u

u



  或 lim 1n

n
n

u 


  判定出级数

1

n

n

u




 发散，则我们可以断定级数
1

n

n

u




 必定发散。这是因为从 1  可推知
nu  ／  0

（ n），从而 nu  ／  0（n），因此级数
1

n

n

u




 是发散的． 

 

讨论、思考： 

1. 设级数
1

n

n

u




 收敛，试问
1

n

n

u




 是否一定收敛？ 

（答：当级数
1

n

n

u




 为正项级数时，若
1

n

n

u




 收敛，则
1

n

n

u




 一定收敛；当级数
1

n

n

u




 为

任意项级数时，若
1

n

n

u




 收敛，则
1

n

n

u




 不一定收敛。 

    例如：交错级数
1

1

1
( 1)n

n n






 是收敛的，但若将级数的对应项取绝对值，则

1

1 1

1 1
( 1)

 


 

  n

n nn n
为调和级数却是发散的，也就是说级数

1

1

1
( 1)n

n n






 条件收敛。） 

2. 设级数
1

n

n

u




 发散，试问
1

n

n

u




 是否一定发散？ 

（答：若级数
1

n

n

u




 发散，则
1

n

n

u




 一定发散。证明如下（采用反证法）： 

假设级数
1

n

n

u




 发散时，级数
1

n

n

u




 收敛，根据定理 7 可知级数
1

n

n

u




 必收敛，这与已知级
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数
1

n

n

u




 发散相矛盾。故级数
1

n

n

u




 发散时，级数
1

n

n

u




 一定发散。） 

作业：（课本）习题 11-3（1，2，,3） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 5 分钟，授新课 80 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 4 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：    第十一章  无穷级数 

                                 第三节  泰勒级数与幂级数 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 了解函数项级数的收敛域和和函数的概念。 

2. 掌握幂级数收敛半径、收敛区间（指开区间）以及收敛域的求法。 

3.了解幂级数在其收敛区间内的基本性质（连续性、逐项求导与逐项积分）。 

4. 会求一些简单幂级数的和函数。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：幂级数收敛半径、收敛区间（指开区间）以及收敛域的求法；一些简单幂级数的和函 

       数的求法。  

难点：幂级数的和函数的求法。 

主要内容 

一、函数项级数的概念 

设        1 2 3, , , , ,nu x u x u x u x  是定义在同一区间 I 上的函数列 

那末表达式 

               1 2 3

1

( )n n

n

u x u x u x u x u x




                        （3-1） 

称为定义在区间 I 上的（函数项）无穷级数，简称（函数项）级数． 

对于每一固定值 0x I ，函数项级数（1）就成为常数项级数 

                0 1 0 2 0 3 0 0

1

( )n n

n

u x u x u x u x u x




      .             （3-2）

如果级数（3-2）收敛，则称点 0x 是级数（3-1）的收敛点；如果级数（3-2）发散，则称点

0x 是级数（3-1）的发散点．函数项级数（3-1）的所有收敛点的全体称为它的收敛域，所

有发散点的全体称为它的发散域． 

    对应于收敛域内的任意一个数 x，函数项级数成为一收敛的常数项级数，因而有一确定

的和 s．当 x在它的收敛域内变化时，和也随之变化，这样，在收敛域上，函数项级数的和

是 x的函数 ( )s x ，通常  s x 称为函数项级数的和函数，这个函数的定义域就是级数的收敛

域（记作D），并写成 

              s x =        1 2 3 nu x u x u x u x     ．  x D  
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把函数项级数（3-1）的前n项部分和记作  ns x ，则在收敛域D上有    lim n
n
s x s x


 ．   

同样称  nr x   s x  ns x 为函数项级数的余项（当然，只有当 x在收敛域上  nr x 才有

意义），则 

 lim 0n
n
r x


 ．  x D  

举例 1 

二、泰勒级数 

在第三章第一节中我们看到：若函数 ( )f x 在点 0x 的某一邻域内具有直到（n＋1）

阶的导数，则 ( )f x 可写成n阶泰勒公式 

 20
0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f x
f x f x f x x x x x


     

( )

0
0

( )
( )

!

n
nf x

x x
n

   ( )nR x  （4-1） 

其中 

 

( 1)
1

0

( )
( ) ( )

1 !

n
n

n

f
R x x x

n


 


， 

 是 x与 0x 之间的某个值．这时，在该邻域内 ( )f x 可以用n次多项式 

( )
20 0

0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n

f x f x
p x f x f x x x x x x x

n


         

来近似表达，并且误差等余项的绝对值 ( )nR x ．显然，如果 ( )nR x 随着n的增大而减小，

那么我们就可以用增加多项式 ( )np x 的项数的办法来提高精确度． 

    由 此 可 以 设 想 ， 如 果 ( )f x 在 点 0x 的 某 邻 域 内 具 有 各 阶 导 数

( )( ), ( ), , ( ),nf x f x f x  ，则有可能  

( )
20 0

0 0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2! !

n
nf x f x

f x f x f x x x x x x x
n


            

上式右端的幂级数
( )

0
0

0

( )
( )

!

n
n

n

f x
x x

n





 称为函数 ( )f x 的泰勒级数．显然，当 0x x 时，

( )f x 的泰勒级数收敛于 0( )f x ，但除了 0x x 外，它是否一定收敛？如果它收敛，它是否

一定收敛于 ( )f x ？关于这些问题，有下述定理． 

    定理 1  设函数 ( )f x 在点 0x 的某一邻域 0( )U x 内具有各阶导数，则 ( )f x 在该邻域内
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能展开成泰勒级数的充分必要条件是 ( )f x 的泰勒公式中的余项 ( )nR x 当n时的极限

为零，即 

lim ( ) 0n
n
R x


    

0( ( ))x U x ． 

证   先 证 必 要 性 ． 设 ( )f x 在
0( )U x 内 能 展 开 为 泰 勒 级 数 ， 

( )f x  20
0 0 0 0

( )
( ) ( )( ) ( )

2!

f x
f x f x x x x x


    

( )

0
0

( )
( )

!

n
nf x

x x
n

     （4-2） 

对一切 0( )x U x 成立．我们把 ( )f x 的 n阶泰勒公式（4-1）写成 

                     1( ) ( ) ( )n nf x s x R x  ，                            （4-1） 

其中 1( )ns x 是 ( )f x 的泰勒级数的前（n＋1）项之和，因为由（4-2）式有 

                        
1lim ( ) ( )n

n
s x f x


  

所以 

             
1lim ( ) lim[ ( ) ( )] ( ) ( ) 0n n

n n
R x f x s x f x f x

 
     ． 

这就证明了条件是必要的. 

再证充分性，设 lim ( ) 0n
n
R x


 对一切 0( )x U x 成立.由 ( )f x 的n阶泰勒公式（4-1）

有 

                       1( ) ( ) ( )n ns x f x R x   ， 

令 n取上式的极限，得 

                1lim ( ) lim[ ( ) ( )] ( )n n
n n
s x f x R x f x

 
   ， 

即 ( )f x 的泰勒级数在 0( )U x 内收敛，并且收敛于 ( )f x ．因此条件是充分的．定理证毕． 

     在 ( )f x 的泰勒级数中取 0 0x  ，得 

       
( )

2(0) (0)
(0) (0)

2! !

n
nf f

f f x x x
n


                         （4-3） 

此级数称为函数 ( )f x 的麦克劳林级数． 

函数 ( )f x 的麦克劳林级数是 x的幂级数，现在我们要研究，如果 ( )f x 能展开成 x的幂

级数，那末这种展开式是否唯一？唯一时它是否一定就是 ( )f x 的麦克劳林级数（4-3）？

关于这些问题的结论，有下述定理 2． 
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定理2   如果 ( )f x 在
0 0x  的某一邻域内具有各阶导数，且能展开成 x的幂级数，那

末这种展开式唯一，其展开式就是 ( )f x 的麦克劳林级数数（4-3）．   

证  如果 ( )f x 在点
0 0x  的某邻域( , )R R 内能展开成 x的幂级数，即 

          2

0 1 2( ) n

nf x a a x a x a x                              （4-4） 

对一切 ( , )x R R  成立，那末根据幂级数在收敛区间内可以逐项求导，有 

          
2 1

1 2 3( ) 2 3 n

nf x a a x a x na x        , 

          
2

2 3( ) 2! 3 2 ( 1)        n

nf x a a x n n a x , 

          
3

3( ) 3! ( 1)( 2) n

nf x a n n n a x        , 

            

          
( )

1( ) ! ( 1) ( 1) 2n

n nf x n a n n n a x     , 

              

把 0x  代入以上各式，得 

        
( )

0 1 2

(0) (0)
(0) ,  (0) ,   ,   ,  ,  

2! !

n

n

f f
a f a f a a

n


    ． 

这就表明函数的幂级数展开式是唯一的． 

    由函数 ( )f x 的展开式的唯一性可知，如果 ( )f x 能展开成 x的幂级数，那末这个幂级

数就是 ( )f x 的麦克劳林级数．下面讨论把函数 ( )f x 展开为幂级数的方法． 

 

三、幂级数及其收敛性 

形如 

         
2

0 1 2

0

n n

n n

n

a x a a x a x a x




      ,                        （3-3） 

或  
2

0 0 1 0 2 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )n n

n n

n

a x x a a x x a x x a x x




          ,        (3-3 ) 

的函数项级数称为幂级数，其中常数 0 1 2, , , , ,na a a a 叫做幂级数的系数．                     

对于幂级数(3-3 )只要作变换 0z x x  ，就可以化为（3-3）的形式，因此下面主要

讨论幂级数（3-3）.我们首先要问幂级数（3-3）的收敛域是怎样的？显然幂级数（3-3）不

是对所有 x都是发散的，因为当 0x  它是收敛的．但一般地回答这个问题，必须先来证明
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下面的定理． 

定理 1（阿贝尔（Abel）定理）如果幂级数
0





 n

n

n

a x 在
0x x (

0 0x  )处收敛，则对于

适合
0x x 的任何 x值，

0





 n

n

n

a x 绝对收敛；反之，如果幂级数
1

n

n

n

a x




 在
0x x （

0 0x  ）

时发散，则对于适合
0x x 的任何 x值， 

0





 n

n

n

a x 发散． 

     证  先证定理的第一部分．设级数 0

1

n

n

n

a x




 收敛，由级数收敛的必要条件知：

0lim 0n

n
n
a x


  

于是存在一个常数M ，使得 

    0

n

na x M   ( 0,1, 2, )n  . 

又幂级数（3-3）的一般项的绝对值可写为            

     
0 0

0 0 0

n n
n

n n n

n n nn

x x x
a x a x a x M

x x x
     

由于
0x x ，可知

0

1
x

x
 ，从而等比级数

0 0






n

n

x
M
x

收敛，所以级数
0





 n

n

n

a x 收敛，也

就是级数
0





 n

n

n

a x 绝对收敛. 

再用反证法证明定理的第二部分．倘若幂级数（3-3）当 0x x 时发散，而又存在一点 1x ，

满足
1 0x x ，使级数（3-3）收敛，则根据已经证明的定理的第一部分知，级数（3-3）

在 0x x 处绝对收敛，这与所设矛盾．定理得证． 

定理 1 表明：若幂级数
0





 n

n

n

a x 在 0x （ 0 0x  ）处收敛，那末该幂级数在开区间

0 0( , )x x 内必处处收敛；若幂级数
0





 n

n

n

a x 在 0x （ 0 0x  ）处发散，那末该幂级数必在

开区间 0( , )x  和 0( , )x  内都发散． 

    设已给幂级数在数轴上既有收敛点（不仅是原点）也有发散点．现在从原点沿着数轴向

右方走，最初只遇到收敛点，然后就只遇到发散点．这两部分的界点可能是收敛点也可能是
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发散点．从原点沿数轴向左方走情形也如此．两个界点P与P在原点的两侧，且由定理 1

可以证明它们到原点的距离是一样的(图 10—2) 

 

 

 

 

 

 

图 10—2 

 

从上面的几何说明，我们就得到重要的推论：  

推论   如果幂级数
0

n

n

n

a x




 不仅在 0x  一点收敛，也不是在整个数轴上都敛，则必存

在一个完全确定的正数 R，它具有这样的性质： 

当 x R 时，幂级数绝对收敛； 

当 x R 时，幂级数发散； 

当 x R 与 x R  时，幂级数可能收敛也可能发散． 

正数R通常叫做幂级数
0

n

n

n

a x




 的收敛半径． 开区间( , )R R 称为幂级数
0

n

n

n

a x




 的收

敛区间．再由幂级数
0

n

n

n

a x




 在 x R  处收敛性就可以决定它的收敛域是 ( , )R R 、

[ , )R R 、 ( , ]R R 、[ , ]R R 这四个区间之一． 

如果幂级数
0

n

n

n

a x




 仅在 0x  处收敛，这时收敛域只有一点 0x  ，但为了方便起见，

我们规定这时收敛半径 0R  ；如果幂级数
0

n

n

n

a x




 对一切 x都收敛，则规定收敛半径

R  ，这时收敛域为( , )  ． 

关于幂级数的收敛半径的求法，有下列的定理． 

定理 2   设幂级数
0





 n

n

n

a x 的相邻两相的系数 na 、 1na  满足 1lim n

n
n

a
l

a




 ， 

则收敛半径 

绝对收敛

 

发散  

O  R  R  

P

 

P  

发散  

x  
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1
           0

               0

0                  .

l
l

R l

l


  


  
  



， 当 ，

， 当 ，

， 当

 

证明： 考察幂级数
0





 n

n

n

a x 的各项绝对值所成的级数 

                 
2

0 1 2

n

na a x a x a x                  （3-4） 

这个级数相邻两相之比为 

1

1 1

n

n n

x

n n

a x a
x

a x a



   

      （i）如果 1lim n

n
n

a
l

a




 （0 l  ）存在，根据比值审敛法，则当 1l x  ，即

1
x

l


时，级数（3-4）收敛，从而级数（3-3）绝对收敛；当 1l x  ，即
1

x
l

 时，幂级数（3-4）

发散并且从某一个n开始
1

1

n n

n na x a x

  ，因此当n时
n

na x 不趋于零，所以
n

na x 也

不趋于零，从而级数（3-3）发散．于是收敛半径
1

R
l

 ． 

（ii）如果 0l  ，对任何 0x  都有
1

1 0
n

n

x

n

a x

a x



  （n），所以（3-4）收敛，

从而级数（3-3）绝对收敛．于是 R  ． 

（iii）如果 l  ，则对于除去 0x  外的其他一切 x值，级数（3-3）必发散，否

则由定理 1知道将有点 0x  使级数（3-4）收敛．于是 0R  ． 

举例 2-6 

四、幂级数的运算 

幂级数具有下列性质（略去证明）：  

性质 1  设有两个幂级数 

           
2

0 1 2

0

 n n

n n

n

a x a a x a x a x




             1 1( , )R R （ 1 0R  ） 

           
2

0 1 2

0

 n n

n n

n

b x b b x b x b x




              2 2( , )R R （ 2 0R  ） 

则当 1 2min{ , }x R R R  时，有 

0 0 0

( )n n n

n n n n

n n n

a x b x a b x
  

  

      
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0 0

n n

n n

n n

a x b x
 

 

   
   

   
  = 2

0 1 2( )n

na a x a x a x     2

0 1 2( )n

nb b x b x b x       

 

    2

0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0( ) ( )a b a b a b x a b a b a b x       0 1 1 0( ) n

n n na b a b a b x      

性质 2  幂级数
0

n

n

n

a x




 的和函数 ( )s x 在收敛域 I 上连续．   

性质 3  幂级数
0

n

n

n

a x




 的和函数 ( )s x 在其收敛区间( , )R R 内可导，并且有逐项求

导公式  

1

0 0 1

( ) ( )     ( )n n n

n n n

n n n

s x a x a x na x x R
  



  

 
     

 
   ，             （3-5） 

即求导运算与求和运算可互换次序． 

性质 4   幂级数
0

n

n

n

a x




 的和函数 ( )s x 在其收敛域 I 上可积，且有逐项积分公式 

 
0 0 0

0 0

( ) ( )
 

 

    
x x x

n n

n n

n n

s x dx a x dx a x dx 1

0

  ,   ( )
1

nn

n

a
x x I

n






 


         （3-6） 

即积分运算与求和运算可互换次序． 

综上所述，任何一个幂级数，只要它的收敛半径大于零，那末就可以在它收敛区间内逐

项求导与逐项积分，而且所得的结果仍是幂级数，它们的收敛半径不变． 

例如，当 1x  时  

21
1

1

nx x x
x
     


 

故在区间 ( 1,1) 内逐项求导，得 

2

2

1
1 2 3 ( 1)

(1 )
      



nx x n x
x

   1x  ． 

又在区间 ( 1,1) 内从 0x  到 x逐项积分，得 

2

0 0 0 0 0

2 3 1

1
1

1

1 1 1

2 3 1



     


     


    
x x x x x

n

n

dx dx xdx x dx x dx
x

x x x x
n

 

即          
2 31 1 1

ln(1 )
2 3

nx x x x x
n

            1x  ． 
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举例 7 

讨论、思考： 

1. 确定幂级数的收敛半径有哪些常见的方法？ 

（答：求幂级数的收敛半径是幂级数的基本运算之一，其常见方法有： 

（1）利用收敛半径的定义。即R为幂级数
0

n

n

n

a x




 的收敛半径当且仅当 x R 时幂级

数收敛，当 x R 时幂级数发散。 

（2）若 1lim n

n
n

a
l

a




 或 lim n

n
n

a l


 ，则
0

n

n

n

a x




 的收敛半径为

1           0

      0

0           .

l
l

R l

l




  
  

， ，

， ，

，

 

（3）若幂级数
0

n

n

n

a x




 在点 0x 条件收敛，则
0

n

n

n

a x




 的收敛半径为
0R x 。 

（4）幂级数逐项积分或逐项求导后，所得幂级数的收敛半径不变。）   

作业：（课本）习题 11-4 （2,3） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 5 次课的教学整体安排 

授课时间 第  周 周   第   节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：    第十一章  无穷级数 

第五节  函数展开成幂级数的应用 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1 . 了解函数展开成幂级数的充分必要条件。 

2. 掌握  sin   cos   ln(1 )xe x x x、 、 、 和 mx(1 ) 的麦克劳林展开式，并会利用这些展开式将 

   一些简单的函数展开成幂级数。 

3. 了解幂级数展开式在近似计算中的应用。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：一些简单函数展开成幂级数。  

难点：用直接展开法将函数展开成幂级数。 

主要内容 

第五节  函数展开成幂级数的应用 

前面讨论了幂级数的收敛域及其和函数的性质．但在许多应用中，更重要的却是相反

的问题：即给定函数 ( )f x ，要考虑它是否能在某区间内“展开成为幂级数” ，就是说，

是否能找到一个幂级数，它在某区间内收敛，且其和恰好就是给定的函数 ( )f x ．如果能找

到这样的幂级数，我们就说，函数 ( )f x 在该区间内能展开成幂级数． 

二、函数展开成幂级数 

把函数 ( )f x 展开成 x的幂级数，通常有直接展开和间接展开两种方法． 

直接展开法 ： 要把函数 ( )f x 直接展开成 x的幂级数，可按照下列步骤进行： 

第一步  求出 ( )f x 的各阶导数
( )( ), ( ), , ( ),nf x f x f x  （如果 ( )f x 在 0x  处某

阶导数不存在，就停止进行，例如在 0x  处，
7 3( )f x x 的三阶导数不存在，它就不能展

开为 x的幂级数． 

第二步 求函数及其各阶导数在 0x  处的值，  

( )(0), (0), (0), , (0),nf f f f  ． 

第三步 写出幂级数 

                   
( )

2(0) (0)
(0) (0)

2! !

n
nf f

f f x x x
n


     ， 
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并求出收敛半径R． 

第四步 考察当 x在收敛区间( , )R R 内时余项 ( )nR x 的极限 

               
 

( 1)
1( )

lim ( ) lim
1 !

n
n

n
n n

f
R x x

n




 



   （ 在0与 x之间） 

是否为零．若为零，则函数 ( )f x 在区间( , )R R 内的幂级数展开式为 

( )f x 
( )

2(0) (0)
(0) (0)

2! !

n
nf f

f f x x x
n


        （ R x R   ）． 

若不为零，幂级数虽然收敛，但它的和函数并不是所给的函数 ( )f x ．就是说，函数 ( )f x 不

能展开为 x的幂级数．   

    举例 1-2                                              

      
2

1
2! !

n
x x x
e x

n
        ( )x    ．                  （4-5） 

     
3 5 2 1

sin ( 1)
3! 5! (2 1)!

n
nx x x

x x
n



      


    ( )x    .     （4-6） 

从以上几例可以看出，用直接展开法将函数展开成幂级数，必须按公式
( ) (0)

!

n

n

f
a

n
 计

算幂级数的系数，最后考察余项 ( )nR x 是否趋于零．这种方法计算量较大，而且研究余项极

限是否趋于零更为复杂，因此用直接展开法求一般函数的幂级数展开式比较困难．下面我们

介绍一种比较简单的方法：间接展开法．这种方法是利用一些已知的函数展开式、幂级数的

运算（如四则运算，逐项求导，逐项积分）以及变量代换等，将所给函数展开成幂级数.这

样做不但计算简单，而且可以避免研究余项． 

举例 3-9 

     
2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

n
nx x x

x
n

             ( )x        （4-7）   

    
2 3 4 1

ln(1 ) ( 1)
2 3 4 1

n
nx x x x

x x
n



        


  ( 1 1)x       （4-8） 

2( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1     ( 1 1)

2! !

   
         m m m m m m n
x mx x x

n
．  (4-9) 

必须指出，假定函数 ( )f x 在开区间( , )R R 内的展开式 

               
0

( ) n

n

n

f x a x




     （ R x R   ） 
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已经得到，如果上式的幂级数在该区间的端点 x R （或 x R  ）仍收敛，而函数 ( )f x 在

x R （或 x R  ）处有定义且连续，那么根据幂级数的和函数的连续性，该展开式对 x R

（或 x R  ）也成立． 

二、 函数的幂级数展开式的应用 

    函数的幂级数展开式的应用是很广泛的，可用于近似计算、可用于计算积分、可用于解

微分方程、可用于表示非初等函数并用它进行一些运算和证明等等．现举例如下： 

1、 利用函数的幂级数展开式进行近似计算． 

举例 11-5.1  5.2 

2、 利用级数计算积分． 

举例 11-5.3 

  3、欧拉公式 cos sinixe x i x  （这里 1 i  ）的证明． 

讨论、思考： 

1. 设函数 ( )f x 在点 0x 的某一邻域内具有任意阶导数，试问 ( )f x 是否总能在 0x 点展开

成泰勒级数？ 

（答：若 ( )f x 在点 0x 的某一邻域内具有任意阶导数，则可有 ( )f x 写出级数 

                         
( )

0
0

0

( )
( )

!

n
n

n

f x
x x

n





  

即此时“ ( )f x 在点 0x 有泰勒级数”。而由函数可以展开成泰勒级数的充要条件知，只有当

余项 lim ( ) 0n
n
R x


 时， ( )f x 在点 0x 处才能展开成泰勒级数。故“有泰勒级数”与“可展

开成泰勒级数”是两个不同的概念。 

例如，函数

1
2

, 0,
( )

0,    0,

xe x
f x

x

 
 



在 0x  点各阶导数都存在，且等于零，于是得泰勒级数

0

0
0

!

n

n

x
n





 ，此函数的和函数 ( ) 0s x  ， ( , )x    。这说明 ( )f x 在 0x  点的泰勒

级数在 (0)U 内不收敛于 ( )f x ，因此 ( )f x 在 0x  不能展开成泰勒级数。） 

作业：（课本）习题 11-4（4,5） 11-5（1,3） 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 0 分钟，授新课 85 分钟，安排讨论 4 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 练习课 其他 
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教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 
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第 6 次课的教学整体安排 

授课时间 第   周   周    第     节 课时安排 2 

授课题目(教学章、节或主题)：      第十一章  无穷级数 

 习题课 

教学目的、要求（分掌握、理解、了解三个层次）： 

1. 理解常数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，掌握级数的基本性质及级数收敛  

  的必要条件，掌握几何级数和 p级数的敛散性，掌握正项级数的比较判别法、比值判别 

  法、根值判别法。掌握交错级数的莱布尼茨定理，了解级数绝对收敛与条件收敛的概念以 

  及两者的关系。 

2. 了解函数项级数的收敛域与和函数的概念，掌握幂级数的收敛半径、收敛区间（指开区 

   间）以及收敛域的求法。了解幂级数和函数在其收敛区间内的基本性质（连续性、逐项 

   求导与逐项求积）。会求一些简单幂级数的和函数。了解函数展开成泰勒级数的充分必要 

   条件。掌握  sin   cos   ln(1 )xe x x x、 、 、 和 mx(1 ) 的麦克劳林展开式，并会利用这些展 

   开式将一些简单的函数展开成幂级数。了解幂级数展开式在近似计算中的应用。 

教学内容（包括基本内容、重点、难点）： 

重点：几何级数和 p级数的敛散性；正项级数的比值判别法；交错级数的莱布尼兹定理； 

      幂级数收敛半径、收敛区间（指开区间）以及收敛域的求法；一些简单幂级数的和函 

      数的求法；一些简单函数展开成幂级数。  

难点：正项级数的比较判别法、根值判别法；幂级数的和函数的求法；函数展开成幂级数；   

主要内容 

一、基本内容小结 

1、常数项级数的概念和性质 。 

2、常数项级数的审敛法。 

3、幂级数。 

   二、典型例题讲解 

  本章典型考题类型：  

  ●常数项级数敛散性的判断；（总习题十一  1，3，4） 

  ●求幂级数的收敛半径、收敛区间、收敛域及和函数；（总习题十一  5，6） 

  ●按要求将函数展开成幂级数；（总习题十一  9） 

   

讨论、思考：  
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1. 如何求收敛幂级数在其收敛域内的和函数？ 

（答  通常求收敛幂级数在其收敛域内的和函数有两种方法 

（1） 利用幂级数和函数的定义求幂级数在其收敛域内的和函数。 

记
1

( )
n

k

n k

k

s x a x


 ，则 lim ( ) ( )n
n
s x s x


 （和函数） 

例如求幂级数
0

n

n

x




 在其收敛域内 ( 1,1) 内的和函数。因为
0

1
( )   

1

nn
k

n

k

x
s x x

x


 


 ，则 

和函数
1 1

( ) lim ( ) lim    ( 1)
1 1

n

n
n n

x
s x s x x

x x 


   

 
。 

（2）利用常用函数的麦克劳林展开式及幂级数的性质（有理运算性质、逐项求导、逐项

积分）求幂级数在其收敛域内的和函数。常用函数的麦克劳林展开式如下 

（i）
0

1
 ,    1 1

1

n

n

x x
x





   


  
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0

 ,      
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n

x
e x

n





      

（iii）
2 1
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sin ( 1)  ,      
(2 1)!

n
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x
x x

n
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

     

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（iv）
2

0

cos ( 1)  ,      
(2 )!

n
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x
x x

n




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（v）
1

1

ln(1 ) ( 1)  ,    1 1
n

n

n

x
x x

n






       

（3）有时求幂级数在其收敛域内的和函数也可以借助微分方程。 

例如要求幂级数
2

0

1

(2 )!

n

n

x
n





 在其收敛域 ( , )  内的和函数。 

解 1    由于
2
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解 2  因
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解该一阶线性微分方程，得 21
( ) ( ) ( )

2

dx dxx x xS x e e e dx C e e C
       

又当 (0) 1S  ，故
1

2
C  ，故 2
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1
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x x
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e e
s x x

n
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
  ， x   。） 

作业： 掌握本次课所讲题目与方法，总习题十一、完成“回顾与预习”. 

参考资料（含参考书、文献等）： 

《高等数学》(第六版)，同济大学数学系编，高等教育出版社 

教学过程设计：复习 80 分钟，授新课 0 分钟，安排讨论 9 分钟，布置作业 1 分钟 

授课类型：√理论课 讨论课 实验课 √练习课 其他 

教学方式：√讲授  讨论  指导  其他 

教学资源：√多媒体   模型   实物  挂图   音像  其他 

 


